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Ein elementarer Beweis des Primzahlsatzes 
für binäre quadratische Formen. 
Von Hartmut Ehlich in Tübingen. 
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$ 1. Einleitung. 


P. G. Lejeune Dirichlet [3], vgl. auch [3a], stellte 1839/40 die Frage nach der 
Anzahl der durch eine gegebene binäre quadratische Form darstellbaren Primzahlen und 
formulierte den folgenden — nach ihm benannten — 


Satz 1.1 (Dirichletscher Satz). Jede primitive binäre quadratische Form 
f(u, v) = au? + buv + cv? 


mit nichtquadratischer Diskriminante D = b? — 4ac stellt unendlich viele Primzahlen dar. 


Bezeichnet (x, D, f) die Anzahl der Primzahlen, die höchstens gleich x sind und 
die durch die Form f = f(u, v) dargestellt werden, so besagt dies, daß 


n(z,D,f) >» für 2>o. 


Dirichlet [3] skizzierte auch einen Beweis dieses Satzes, er beschränkte sich aber — wie 
in allen seinen Untersuchungen über binäre quadratische Formen — auf Formen mit 
geradem mittlerem Koeffizienten b = 2b’. Ausgeführt hat die Dirichletsche Beweis- 
skizze E. Schering 1856; veröffentlicht wurde die Scheringsche Darstellung aber erst 
1909 in Scherings Gesammelten mathematischen Werken [13]. Einen anderen voll- 
ständigen Beweis des Dirichletschen Satzes, der die „Kroneckersche komplexe Multi- 
plikation von Thetareihen‘‘ heranzieht, veröffentlichte schon 1882 H. Weber [22]. 

In seiner bahnbrechenden Arbeit aus dem Jahre 1896/97, in der er einen Beweis 
des gewöhnlichen Primzahlsatzes und des Primzahlsatzes für arithmetische Progressionen 
gab, bewies Ch.-J. de la Vall&e Poussin im dritten und vierten Teil!) folgenden heute als 
Primzahlsatz für binäre quadratische Formen bezeichneten 


1) 3. Teil: „Les formes quadratiques de döterminant nögatif“. A. a. O. 20 B, 363—397. 4. Teil: „Les formes 
quadratiques de döterminant positif“. A. a. 0.21 B, 251—342, 
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Satz 1.2 (Primzahlsatz für binäre quadratische Formen). Es sei h=h{D) die 
Anzahl der Klassen äquivalenter Formen der Diskriminante D. Dann ist 


28. 
(1.1) n(z, D, f) a logr’ 


wobei e=1 oder e=2 ist, je nachdem f einer nicht-zweiseitigen Klasse oder einer zwei- 
seitigen (ambigen) Klasse angehört. 

Ein erster Schritt zu diesem Ergebnis war schon 1895 F. Mertens [11], [12] mit der 
Herleitung der Formel 

lgp __ 1 
(1.2) zZ ze og + 001) 
j p=!(wv);(p, D=1 
gelungen. Aus der „Mertensschen Formel“ (1. 2) folgt der Dirichletsche Satz unmittelbar. 
Darüber hinaus gibt (1. 2) schon einen kleinen Einblick in die Verteilung der durch eine 
log x 
Ar 


zoo 
existiert, dieser Limes gleich = ist. Die Mertenssche Formel ist jedoch nicht scharf genug, 


um die Existenz dieses Grenzwertes zu folgern oder einen Vergleich von z(x, D, f,) und 
r(x, D, f,) für zwei nicht äquivalente Formen f, und f, zu ermöglichen. 


Mit Hilfe einiger Sätze von H. Weber [24], in denen eine Beziehung zwischen den 
quadratischen Formen und den Idealen eines quadratischen Zahlkörpers hergestellt wird, 
und seiner allgemeinen Ergebnisse über die Verteilung der Primideale in Idealklassen 
konnte dann 4907 E. Landau [8] den Primzahlsatz für binäre quadratische Formen zu 
einer Primzahlformel für binäre quadratische Formen 








Form f darstellbaren Primzahlen und zeigt insbesondere, daß, falls lim (x, D, f) 


(1. 3) n(z2,D,f) = = liz+ o(ze-Vie2), & konstant), 


verschärfen. Beim Beweis von (1.3) setzt Landau den Dirichletschen Satz voraus. Auf 
direktem Wege hat dann 1912 P. Bernays [1] die Landausche Abschätzung (1. 3) so her- 
geleitet, daß die Benutzung dieses Satzes entbehrlich wird, dieser Satz sich vielmehr im 
Verlauf der Rechnung — nicht erst als Folge von (1. 3) — von selbst ergibt. 

De la Vallee Poussin, Landau und Bernays benutzen bei ihren Beweisen Dirichlet- 
Reihen im Komplexen, während Mertens ‚nur‘ mit Dirichlet-Reihen mit reellem Argu- 
ment arbeitet. 

Auf die Untersuchungen A. Selbergs [15] über die Primzahlen in arithmetischen 
Progressionen gestützt, gab W. E. Briggs 1954 einen ‚elementaren‘ Beweis des Dirichlet- 
schen Satzes. Unter elementar verstehen wir hier: ohne Verwendung von Dirichlet-Reihen 
(auch mit reellem Argument!) und anderer funktionentheoretischer Hilfsmittel. Allerdings 
ist der Beweis von Briggs unvollständig, da die Herleitung der dort als Ausgangsformel 
benutzten Relation (4.2) einer kritischen Betrachtung nicht standhält (vgl. unten die 
Anmerkung am Schluß von $ 4). 

Für negative Diskriminanten skizzierte Fogels [6] 1950 einen elementaren Beweis 
des Primzahlsatzes für binäre quadratische Formen. Eine Ausführung dieser Beweisskizze 
ist jedoch — abgesehen von der wesentlichen Beschränkung auf negative Diskriminanten 


z 
is wird dweb.iemur _ Anfigier und ni te) 
log t log x log z 
0) 
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— auch deswegen nicht befriedigend, weil bei der Fogelsschen Methode der Primzahlsatz 
für arithmetische Progressionen explizit benutzt wird. Eine elementare Herleitung dieses 
Satzes nach dem Selbergschen Vorbild [15] benötigt aber — selbst bei Vornahme einiger 
Vereinfachungen, die u.a. durch die Shapirosche Arbeit [18] möglich werden, — den 
gleichen Aufwand wie der direkte Beweis des Satzes 1.2, der in dieser Arbeit vorgelegt 
wird. Eine Anwendung des Primzahlsatzes für arithmetische Progressionen umgehen wir 
durch die Benutzung der Formel (5. 8) und des Satzes 7.2. Die Formel (5. 8) gestattet 
überdies, das Restglied im Analogon zur Selbergschen Formel als O( x log x) zu gewinnen, 
während der Satz über die arithmetischen Progressionen nur o(zlog x) ergeben würde. 


Die wichtigsten Begriffe und Tatsachen der Theorie der binären quadratischen 
Formen, die wir im Verlauf der Untersuchung benutzen, werden in $ 2 kurz zusammen- 
gestellt. Eine ausführliche Behandlung und Begründung derselben findet man bei Gauß 
[7], Dirichlet [4], Weber [23] und de Seguier [14]. Die speziellen primzahltheoretischen 
Überlegungen in $7 und $ 8 stützen sich vor allem auf die im Literaturverzeichnis an- 
gegebenen Arbeiten von A. Selberg, ohne jedoch deren Kenntnis vorauszusetzen. 


$ 2. Zusammenstellung der benötigten Sätze und Formeln 
aus der Theorie der binären quadratischen Formen. 


Wir betrachten die primitiven binären quadratischen Formen 
f(u, v) = au? + buv + cv? (a,b,c)=1i 


oder kurz f = (a,b, c) mit nichtquadratischer Diskriminante D = b? — 4ac. Die Formen 
positiver Diskriminante sind indefinit, während die Formen negativer Diskriminante für 
a > 0 positiv definit und für a < 0 negativ definit sind. Da uns vor allem die Primzahlen 
interessieren, die durch eine gegebene quadratische Form dargestellt werden, setzen wir 
bei den Formen negativer Diskriminante a > 0 voraus. 


Zwei Formen f, und f, der Diskriminante D heißen eigentlich äquivalent, wenn es 
a mit der Determinante 1 gibt, die f, in f, überführt. Diese 
Äquivalenzrelation führt zu einer Klasseneinteilung aller Formen der Diskriminante D. 
Die Klassenanzahl A, d.h. die Anzahl k der Klassen äquivalenter Formen, ist dabei 
stets endlich. 


eine Transformation T = ( 


Die Formen f=(a,b,c) und f, = (a,, bı, €) heißen einhellig, wenn die Zahlen 
b+b, 
2 
mod 2aa, aus den Kongruenzen 


a, Gy, keinen gemeinsamen Teiler haben. Es läßt sich dann genau eine Zahlklasse 


B=b(2a), B=b,(2a,), B*=D (4aa,) 
bestimmen. Die primitive Form 
fa _ (aa,, B, C), 


wobei sich C aus B?= D + 4aa,C ergibt, bezeichnet man dann als die aus f und f, kom- 
ponierte Form. Ersetzt man f und f, durch irgendzwei äquivalente Formen, so geht f, 
ebenfalls in eine äquivalente Form über. Da man weiter in zwei Klassen (die auch gleich 
sein dürfen) stets zueinander einhellige Formen findet, führt die Komposition der Formen 
zu einer Komposition der Klassen. Bezüglich dieser Verknüpfung bilden die Klassen eine 


1* 
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abelsche Gruppe & der Ordnung h. Das Einselement wird dabei durch die Hauptklasse ®, 
dargestellt, die aus den zu 


(1.1.- 27) für D=1() 
bzw. 
(1,0, 7) für D = 0(4) 


äquivalenten Formen besteht. Die Elemente der Ordnung 2 von ©, also die Klassen $ 
mit ER = f,, nennen wir zweiseitige Klassen ®). 

Eine Zahl n heißt durch die Form f = (a, b, c) eigentlich darstellbar, wenn es zwei 
Zahlen # und » mit 

n = f{u, v) = au? + buv + cv? 

und (u, v) = 4 gibt, uneigentlich, wenn (u, v) >1 ist. 

Es sei f(u, v) eine eigentliche Darstellung von n. Dann lassen sich &, 8 und I so 
bestimmen, daß . 





'ıux 
Iy B „id 
und 
(2.1) % = D(An, Os1l<2n 


ist. / = (a, b, c) wird dann durch die Transformation (% ;) in (n,l, m) übergeführt, wobei 


sich m aus 
R—4Anm=D 


bestimmt. Verschiedene Wahlen von & und ß führen dabei stets zu ein und derselben 
Zahl !. Andererseits sind aber u und v durch die Form (n, !, m) nicht eindeutig festgelegt. 
Es gibt vielmehr so viele verschiedene Paare (u, v), wie es Transformationen T mit der 
Determinante 1 gibt, die f in sich überführen. Diese Anzahl ist gleich der Lösungszahl der 
Pellschen Gleichung 

(2. 2) # — DD? =4. 


Um für D > 0 nicht unendlich viele Paare (u, v) zu erhalten, schränken wir in diesem 
Fall u und » durch 


(2.3) u> GG >0% 
ein, wo 7, Z die kleinste positive Lösung von (2. 2) ist. Setzen wir 
ifürD> 0 
6 für D=—3 
14.0 94 für D=—4 


2 für D<—4, 


so gibt es zu jeder nach (2. 4) bestimmten Kongruenzwurzel ! genau ® Darstellungen der 
Zahl r durch f = (a, b,c). Eine Darstellung von n durch (a, b,c) mit a > 0 nennen wir 


®) In der Bezeichnung schließen wir uns hier Bernays (vgl. [1], S.2) an. Bei Dirichlet und Weber heißen 
diese Klassen ambig. 

®, Diese Normierung benutzt zuerst H. Weber ([22], S. 313, [23], S. 138). Von den späteren Autoren wurde 
sie übernommen. Die bei Landau [10], S. 140 gewählte Normierung stellt nur eine andere Schreibweise dar. 
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tı primär, wenn entweder D <0 oder D>0 und (2.3) erfüllt ist. Im folgenden werden 
wir uns nur mit primären Darstellungen befassen (und diese sind von jetzt ab stets 
gemeint, wenn wir kurz von Darstellungen sprechen). 


Für die weiteren Untersuchungen sind die folgenden Sätze von Bedeutung: 

1. Eine Zahl n ist genau dann durch Formen der Diskriminante D (primär) darstell- 
bar, wenn n quadratischer Rest mod D ist. 

2. Äquivalente Formen stellen dieselben Zahlen (primär) dar. Daher werden wir 


8 sagen, n wird durch die Klasse $ (oder in ) dargestellt. In Zeichen: ne ®. 
3. Die Anzahl a(n, D) aller primären Darstellungen einer Zahl n mit (n, D) = 1 
el durch Formen der Diskriminante D ist durch 5) 
D 
(2. 5) an, D)= (7) 
din 


gegeben (Kroneckersches Symbol!). 


so 4. Ist eine Zahl n in & darstellbar, so wird n auch in 8! dargestellt. 


5. Eine Primzahlpotenz p’ besitzt (1 + (7)) eigentlich primäre Darstellungen 


in zwei entgegengesetzten Klassen & und 8". 


$ 3. Zusammenstellung einiger benötigter Summenabschätzungen. 


Außer den angeführten Grundlagen der Theorie der binären quadratischen Formen 
benötigen wir noch einige Ergebnisse der elementaren Zahlentheorie, die hier kurz zu- 
sammengestellt seien. 


Jei 


Es ist 
en (3.1) P} mr, lgz+0(1), a =logx +0(1) 
gt. »Ssı p nsz 

@.D)=1 (,D)=1 
ler und 
ler (3. 2) d(z) = Ziogp = (2), yl2)= zA(n) =((xz) 
22 nsz 
(3. 2a) y(z) = #(z) + O(Yzlog 2). 


Dabei bedeutet A(n) die von Mangoldtsche Funktion: 


logp fürn = p%, « 21 
0 für alle anderen n. 


em 
A(n) = 


Auf Grund dieser Definition ist 
(3. 3) ZA(d) = log.n. 
en 


Die Möbiussche #-Funktion, die durch die Gleichung 
1 fürn=i1 
z.@ -L für n>1 


definiert werden kann, ermöglicht eine Umkehrung dieser Gleichung. Für jede zahlen- 
der theoretische Funktion f folgt nämlich aus 


nr ein) = ZI@): 
iBen n 
Im) = zua el?) 


ırde 
5) Nach Landau [10], S. 144. 
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Daher ist 
(3. 4) A(n) = Z u(d) log 7 = — Z u(d) log d 
din an 


und 


er Lu 
(3. 5) — uln)logn - ua Az) 


Die „-Funktion ermöglicht aber noch eine Umkehrung anderer Art®). Ist H(n) eine voll- 
ständig multiplikative Funktion, f(x) für x > 0 erklärt und wird g(xz) durch. 


d=zumsr) (dm #0) 


nsz 
definiert, so ist 


(3.6) (2) = Zutn) Hin) g(*). 
nsz 
Allgemeiner gilt der 


Satz 3.1: Sind H(n) und k(n) zwei vollständig multiplikative Funktionen, k(n) > 0 
und k(n) + O(1), ist f(x) für x >0 erklärt und wird g(x) durch 


a zZ Hmil;.,) (dm) #0) 


k(n)sz 


Ha) 2 Hm Amel). 


k(n)sz 


definiert, so ist 


Beweis: Es ist 


2 u(n)H(n)g 


„Zi (% =), ZrWHm z Am) H(Zumy) 


ug Kim) Sy 


= zH@ lg) Zr 


u Ss» 


z 
(u) 
Die p(| D |) Zahlcharaktere mod D werden durch die Gleichungen 
o(n) = 0 dann und nur dann, wenn (n, D) >1 ist, 
(3.7) e(n+D)= eo(n) 
e(mn) = e(m) e(n)') 

definiert. Gewöhnlich unterscheidet man drei Typen: den Hauptcharakter o,, der für 
(n, D)=1 stets den Wert 4 annimmt, die reellen und die komplexen Nebencharaktere. 


Das in (2.5) auftretende Kroneckersche Symbol (7) int in Healien Nohancharakter mod D. 


Von den Eigenschaften der Zahlcharaktere mod D benötigen wir in dieser Arbeit 
außer den Definitionsgleichungen die Beziehungen 


121 
(3. 8) Zo(n)=0 für e+@ 


n=1 
und 
logp _ 
(3. 9) 3 o(p) —— p = O(1) für reelle Nebencharaktere o. 
ns 2 


®) Vgl. dazu auch Landau [9], II, S. 579/80, Shapiro [18], S. 232, Trost [20], S. 21. 
?) Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir die Zahlcharaktere mod D in dieser Arbeit mit o und 


die Charaktere von © mit x. 
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Aus (3.8) erhalten wir für & > 0: 
(3. 10) Z o(nn"=0O(y”®), 


y<ınsı 
insbesondere also 


(3. 11) 2 o(n)n*=O(), 


nsz 


denn partielle Summation lehrt für y< x: 
| 2 emn«|s| 2 Lem) fn="— (n+1)--} 


y<ısı y<nasz msn 


+[2 +17] z e(m)| + [y+1l*| z o(m) |. 


& 4. Untersuchung einiger Doppelsummen. 


Bei unseren Untersuchungen werden folgende Summen 


z In) zeiwh(7)= Z ma) sid) nm) 
din 


nsz 
net 
(n,D)=1 
eine wesentliche Rolle spielen, wobei f, g, h zahlentheoretische Funktionen sind und / 
außerdem vollständig multiplikativ ist. Die Beziehung n € 8 in der Summationsvorsch: ilt 
soll besagen: Es wird über alle eigentlichen primären Darstellungen der Zahl n duvclı 
irgendeine Form (a, b,c) mit a >0 der Klasse 8 summiert. 
Zunächst befassen wir uns mit dem einfachsten Fall f{n) =g(n) =h{n) =1, Ja 
daran schon alle Schwierigkeiten und ihre Lösung klar hervortreten. Es ist 


dmeR 
(dm, D)=1 
Die rechte Summe wollen wir dadurch bestimmen, daß wir zunächst über m und dann 
über d summieren. Dazu müssen wir untersuchen, wie sich die Bedingung md € 8 auswirkt. 


Wir wählen eine feste Zahl d < x mit (d, D) = 1 und betrachten alle Zahlen m < 7 
mit (m, D) = 1, so daß md in $ eigentlich dargestellt wird. Die einzelnen Darstellungen: 
von m und d müssen wir dabei so wählen, daß wir jede eigentliche, primäre Darstellung 
von md in $ genau einmal erhalten. Zunächst interessieren uns nur die verschiedenen, 
d.h. zu verschiedenen Wurzeln ! der Kongruenz 
I? = D (A4md) 

gehörigen Darstellungen. 

Die Zahl d habe die r, verschiedenen eigentlichen Darstellungen durch die Klassen: 
Ku(r=1,...,rs)(dabei sind die Klassen 8, nicht notwendig alle verschieden!). Zu jede: 
dieser Darstellungen gehört eine bestimmte Form 


(d, },,y,) mit A, =$ 4, (2d) für »+ u =1,..,re 
In &87' wählen wir nun eine feste Form (a,, b,, c,) mit a, > 0 und (a,, Dd) =1. Es gikt 
dann eine eindeutig bestimmte Zahlklasse B, mod 2a,d, so daß 
(4. 4) B,=4,(2d), B,=b,(2a), B2=D (4a,d) 
ist, und es ist 
(d, A,, 9,) = (d, B,, ,C,) 
(@,, db», c,) — (a, B„, dC,) = farg 
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sowie: 
(4. 2) (d, B,, a,C,) : (a,, B,,dC,) = (a,d, B,, C,) 

(„=“ heißt hier äquivalent, das formale Produkt der beiden Formen in (4. 2) bedeutet 
die Komposition der beiden Formen). Nun betrachten wir die u. U. vorhandenen eigent- 
lichen Darstellungen von m in Rz, wobei wir uns m durch f,,„ dargestellt denken 
können, also 

(4. 3) m = fwg(u, 0) = a,u? + B,uv + dC,v® (u,v)=1. 

Zu jeder solchen Darstellung von m gehört, falls (u, d) = 1 ist, genau eine eigentliche 
Darstellung von md in $. Nach (4. 2) und (4. 3) ist jedenfalls 
n = dm = a,dÜ? + B,UV + C,V®, 
wobei U = u, V = dv ist. Wegen (u, v) =4 und (u, d) = 1 ist auch (U, V) = 1, d.h. die 
angegebene Darstellung von n ist eine eigentliche. Gehört die Darstellung von m zur Kon- 
gruenzwurzel ! und die von n zu L, so gelten aufgrund von (2. 1) die Beziehungen 
(4. 4) 2a,u+(B,+l)v=0 (2m) 
; (B,—I) u + 2dC,v = (0 (2m) 
und 
2a,du + (B, + L) dv = 0 (2dm) 
(B,—L)u-+ 2C,dv = 0 (2dm). 
Wegen B, = }, (2d) folgt aus (4. 5) zunächst 
L=},(2d), 
während aus (4. 5) zusammen mit (4.4) und (u,d) = 1 
L=| (2m) 
folgt. Daher gehören zu verschiedenen Darstellungen von d oder m auch verschiedene 
Darstellungen von n = dm. 

Andererseits gibt es zu jeder eigentlichen Darstellung von n in & eine solche Dar- 
stellung von d und m in der oben beschriebenen Art. Denn zu jeder Darstellung von n in 8 
gibt es genau eine Form (n, L,c) und es ist 

(4. 6) (n, L,c) = (d, L, me) - (m, L, de). 

Ist nun (d, L, mc) € 8,,, so ist (m, L, de) € 885}, d.h. (m, Z, de) ist äquivalent der oben 
ausgewählten Form /,,„- Es gibt daher auch eine eigentliche Darstellung von m durch 
fayg, etwa 


(4. 5) 


m = a,u? + B,uv + dC,v%. 
Für die zugehörige Kongruenzwurzel / gilt nach (4. 6) 
i=_L (2m). 


Ist nun (u,d) = d, so folgt ö|m. Zusammen mit (u, v) = 1 folgt daher aus der ersten 
Gleichung (4. 5) 
25|B,+L. 
Da ferner nach (4. 1) und (4. 6) 
B, =L (2d), 
also 
25|3,—L 
ist, folgt 5| 3 und daher 


5| BR —Aa,dc,=D. 
Wegen (d, DJ) =1 ist daher d=1. 
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Unsere Überlegungen zeigen zugleich, daß es zu den vorhandenen Paaren (u, dv), 
zu denen die Form (n, ZL, c) gehört, auch stets Paare (u, v) mit (u,d) = 1 gibt, so daß 


m = a„,u®? + B„uv + dC,v? 
ist, wenn d in ®., dargestellt wird. 


Aus diesen Ausführungen ergibt sich: 


ra 
(4. 7) u 2 
dsz v=1 z 
(4, D=1 nSs7 


m= IR (u, v) 


(m, D=1 
(u, de)=1 


oder allgemeiner unter den zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Voraussetzungen: 


(4.78)  Z Simd)g(d)him) = 2 field) 2 LE Ilm)him). 
mdsz dsz v-1ı = 
md ER (4, D)=1 "S7 
(md, D)=1 m= /q,g (u) 


(m, D=1 
(uvd)=1 


Zur Berechnung der Doppelsumme in (4.7) ist u.a. die Bestimmung der Funktionen 


Fate 1 2°i1 (wir setzen KRZ! = |) 
he 


(n, DD=1 
(u,do)=1 


notwendig. Zunächst eliminieren wir die Bedingung (u, v) = 1. Wir erhalten nämlich alle 
primären Darstellungen einer Zahl r durch f,,., wenn wir alle eigentlichen Darstellungen 


von = durch f,,g betrachten und g alle quadratischen Teiler von n durchlaufen lassen. 


Es ist also: 
Guy: (2) = Ei Dove | B} 1 
Be ee 
ucH, u, v n,D)=1n 
eD=- 1 36 farg (u v) 
(wd)=1 (u, d)=1 


z 
g„"<sz bs "sz 8 
wdD)-ı MSz (@,4D)=1 
m= fq,g(w ®) 


(m, D)=1 
(u, de)=1 


Nach dem Umkehrsatz 3. 1 der Möbiusschen „-Funktion ist daher: 


(4. 8) (= 2 Mm). 


Zur Berechnung von G,..(2) bestimmen wir b, für D = 1(4) durch 


b, = B,(2a,d) 


und für D = 0(4) durch 
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Diese Kongruenzen sind wegen (a,d, D) = 1 sicher stets lösbar, und wir können für b, 
eine negative Zahl wählen. Die Formen /,,, sind nun äquivalent den Formen 


Eara r (a,, b,, dc,), 







wobei sich c, aus b?’— 4a,de, = D bestimmt. Nach den Ausführungen in $ 2 ist daher 
wegen 







n = a,u? + B,uv + dC,v? = a,U?+b,Uv + de,v, 







also U=u-+ die: 






Ge()=» 3 i=,. >, .% 
nSz ns2 
n= [q,g\u ®) n=ga,g(% v) 
(n, D=1 (n, DD=1 
(w,d)=1 (ud)=1 





Für die Formen g,,, ist nun die Bedingung (n, D) = 1 gleichbedeutend mit (u, D) = 1. 
Denn für D =1(4) ist wegen (4u,D) =1 
4a,g,,g(u, v) = (2a,u + b,v)? — Dv®, 








also 





(4. 9) 4a,g4,g(4, v) = Aatu?(D); 


während für D = 0(4) aus 
b, 
a,84,g(4, d) = (a. + 2 e) 





und 










folgt: 


(4. 10) a A (4) 


a,2,,g(u, v) = a2u? (2). 






Aus (4. 9) und (4. 10) erhalten wir aber in beiden Fällen die Behauptung. Es ist also 


nsz 
n= ga, (u, ®) 
(u, dD) = 1 

Nun machen wir uns die Bedeutung dieser Summen klar: G,..(z) stellt die Anzahl 
der Gitterpunkte (u, v) mit (u,dD) = 1 dar, die für D <0 in dem durch eine Ellipse 
begrenzten Gebiet 

(4. 11) 
und für D>0 in dem durch 


a +ben+tdn<sı 


T—b,zZ 








se +bintd,?sı 






(4. 12) 







dargestellten Hyperbelsektor liegen. Der Nullpunkt ist in beiden Fällen ausgeschlossen. 


Um diese Anzahl zu bestimmen, überziehen wir die Ebene mit einem achsen- 
parallelen Gitter der Breite d | D|. In jedem der entstehenden Quadrate (wir nehmen 
jeweils den rechten und oberen Rand hinzu) gibt es genau p(d | D|)d | D | Gitterpunkte 
(u, v) mit (u, dD) = 1. Die Anzahl der Quadrate, die ganz innerhalb der Gebiete (4. 11) 
bzw. (4. 12) liegen, sei n, die Anzahl der Quadrate, die innerhalb der betreffenden Gebiete 
liegen oder von der Randkurve € getroffen werden, sei N. Dann ist: 









w 


H, 
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No(d| Dad DI 26,12) 2np(d| DD] D| 
und, wenn / = /(z, D) den Inhalt der betreffenden Gebiete bezeichnet, ist 
J{z,D) 
(dD)* 
N —.n ist nun von der gleichen Größenordnung wie die Bogenlänge |€ |. |€(z) | läßt. 
sich sehr einfach abschätzen, wenn wir in (4. 11) und (4. 12) die Substitutionen 


e=E#Yz, n=n'Vz 
durchführen. In diesem Fall erhalten wir 
„Er +ben +odn?<i, 
während die zweite Ungleichung in (4. 12) auch für £’ und n’ gilt. Daher ist 
|C(2) |= Vz |Eit) | = Oly2). 


Für /(z, D) erhalten wir nach der bekannten Formel für den Inhalt einer Ellipse oder 
im Fall D >0 durch einfache Integration 


I(z,D) = B(D)x. 


N zn 


Daher ist mit einer nur von D abhängigen Konstanten A, = A,(D): 
Gl) = A, FA 2 +02). 
Nach (3.8) ist dann 


Fae(2)= Z u(n) (a, 20 + o( 


“ae, . 
= PR ı 2 A + O(Yx log x). 
“ut, 
en stellt bis auf ein Restglied der Größenordnung Vz eine nur von d und D 


ablıängige Konstante dar. Setzen wir nun 


(4. 13) Aa = 29 x Be) 


n=1 
(n,daD)=1 


so ist 
(4. 14) 0 < A;,(d) <L2), 
und wir erhalten: 
(4. 15) Fg(2) = A,A,(d) x + O(Yxlog a). 
Für unsere weitere Rechnung merken wir uns, daß wir — wie unsere Überlegungen 
zeigen — das Restglied unabhängig von d und der speziellen Klasse $’ abschätzen können. 
(4.15) verwenden wir nun, um folgenden Satz zu beweisen: 


Satz 4.1. Es sei «x = 0 oder eine natürliche Zahl. Dann ist für (d,D) = 1 





. log® n 1 : log**! x 
H2,D,8,a= 52 7 ERr=- . ArAsld)logeiz+ Cu(d,R) +0), 
5% n “+ Vz 
n= fg, (u, ®) 
(n. DD=1 
(u,do)=1 
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wobei sich die Konstanten C,(d, ®') und die O-Glieder unabhängig von d und $%' abschätzen 
lassen ®). 
Beweis: Mittels partieller Summation ergibt sich mit Benutzung der Formel 


gen 1 & log* x 


aus (4. 15) für ysz 
H,(z, D, , d) — H,(y, D, K, d) Er P} 


y<nszı 
n= Für (w, v 

(n, D=1 

(wd)=1 


we log® n log* (n + 1) 
= & - 1! Bu 


y<nsı msn 
m = [q,g(% ®) 
(m, DD=1 
(wd)=1 


log" [2 +4] gig +4] 
et 5% B+l z 


m large 9) m=jq,g(%v) 
2221 mD-ı 
l log*-!m lo 
= 2 {A Ayld) m + O(Ym log m)} [E,”" — ol Em) 


Be 





log* n 
n 





E= 


+ A,Auld) flog" —loge y} + 0(5 be r) 


VY 


m 1 #12 — Jogerı log" y 

= A,A,(d) ‘+1 {loge+!2 — log-!y} + o( Vy ) 
Auf Grund der zu (4. 15) führenden Abschätzungen läßt sich das Restglied unabhängig 
von d und $’ abschätzen. Daher ist AT in d und ®': 


{H.(a, D, 8, a) — Hu(y,D, 8,0} — AyAuld) flog“ — tg); 
Y 


d.h. es existiert der Grenzwert 


1 


lim IA. (z, D,8',d) — 2er 


zn 


den wir mit C,(d, &') bezeichnen. 
Um zu zeigen, daß für C,(d, ®’) eine Abschätsung 
|Cald, 8) | <k 
statt hat, wo k unabhängig von d und &’ ist, beachten wir, daß (man setze y = Al) 


wi. | +1 
Huz, D,&,d) = Z{ArArld) n + Onlog n)} [OE" — Er +0) 


+ A,As(d) log*z + O(1) 


ist. Da sich in dieser Gleichung alle O-Glieder unabhängig von d und &’ abschätzen lassen, 
folgt aus 


H«(z, D, 8,0) = 


A, A,(d) log**! |, 





Fan — ArAsld) logett2 + AyAs(d) O(1) +01) 


und (4. 14) die gewünschte Abschätzung. Hiermit ist der Satz vollständig bewiesen. 


®) Wesentlich ist, daß wir eine von d unabhängige Abschätzung von C,(d, $) haben. 
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Anmerkungen. 


4. Ein Vergleich der Herleitung unserer Formel (4.7) mit den Entwicklungen 
Briggs ([2], S. 356) zeigt, weswegen wir an der dort angewandten Methode der Summen- 
bestimmung zweifeln. Denn eine folgerichtige Anwendung würde nach der bei Briggs [2], 
S. 356, Zeile 6—11 gegebenen Vorschrift nach einer Summation über alle Klassen die 


ergeben, die ohne die Voraussetzung (m, d) = 1 falsch werden kann, wie man erkennt, 


wenn man z.B.m=d= p und (>) =1 setzt. Dann wird nämlich die linke Seite = 3o, 


die rechte = 4 w?, also » = $, während nach der Definition (2. 4) ® ganzzahlig ist. 


2. Bei einem Vergleich der hier angewandten Methode mit dem funktionentheore- 
tischen Beweis von Satz 1. 2 wird sich dem Leser die Frage aufdrängen, warum hier nicht 
mittels des Umkehrsatzes (3.6) ein Rechenausdruck hergeleitet wird, der die bei dem 
funktionentheoretischen Beweis auftretende logarithmische Ableitung ersetzt. Ein solches 
Vorgehen, das eine Verallgemeinerung der von Shapiro in [18, II] angegebenen Methode 
bedeutet, wird in unserem Fall wegen des Zusatzes (u, dv) = 1 in (4. 7) schwieriger als 
bei dem elementaren Beweis des Primzahlsatzes für arithmetische Progressionen. Denn 
es genügt hier nicht, in Analogie zu den bei Shapiro eingeführten Funktionen 


Liz, = Zein-, Luz,o)= Zein) BR, 


nsz nsz 
die Funktionen 
’ 1 
So(z, D, x) =_z x{8R,) Pd 


S(z, D, x) = 2x8) P 


vl SE 
(m De 


(x irgendein Nebencharakter der Gruppe ®) einzuführen. Wir benötigen vielmehr die 
auch von d abhängigen Funktionen 


So(z, d, D, x) = z x(8,) Z& = 


nsı 
n=ljqaun, (u,v) 


(n, DD=1 
(wd)=1 


h 
S,(z, d, D, x) =2 x(8,) P2 
v1 nsz 
(m D)=1 
(wdo)=1 


logn 


Die zu den bei Shapiro a. a. OÖ. angegebenen — auch hier leicht zu beweisenden — analogen 
Gleichungen 


z Fa Sur.) Ssy,d,D, 2) = 00) 


dsz d vol 
(d, DD=1 
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ra 
z Ag Fra) Suy,d,D, 2 
ss v-1 


+ 2. #9 Zri8e) Sud. D, d) = —ologz +00) 
sz vw 
(d, DD=1 


lassen wegen der Abhängigkeit der Funktionen $,(y,d, D, x) und S,(y,d, D, x) von d 
nun nicht mehr die bei Shapiro zum Ziel führenden Auflösungen zu. Bisher gelang es mir 
nicht, die in Betracht kommenden Summen 


PP ud Fx(R) So(Y, d, D, x) 


und 


v4 
2" Zu) SW.4D,n 


so umzuformen, daß eine nicht triviale Abschätzung möglich wird. 


& 5. Hilfsformeln. 


Die Ergebnisse des letzten Paragraphen ermöglichen uns, einige Summen, die in 
einfacher Weise von Primzahlpotenzen abhängen, abzuschätzen. Auf Grund der Möbius- 
schen Umkehrformel ist: 


Z u(d) log? 7 = logn 2 u(d) log — 2 n(d) log d log; 
din din 


din 
= ZA(d) A (2) + lognAtn). 
din 
Summieren wir über allen <z, die in $ eigentlich dargestellt werden, so erhalten wir 
A(n) logn Am) A(n) 1 n 
+ = - d) log? — 
#; n > mn - n zur d 
neR mneR neR 
(n,D)=1 (mn, D)=1 (n,D)=1 
7 1 
- 12 un 8 mr. 
dsz v-1 z 
(4,D)=1 m; \ 
m= [q,g(u0) 
(m, DD=1 
(u d)=1 


Für quadratfreie d müssen notwendig alle Darstellungen eigentlich sein; deshalb ist für 


quadratfreie d nach (2. 5) 
1 D 
ra—= — &(d, D) = 2(3)- 


öjd 
Satz 4. 1 liefert nun mit «x = 2 für ein $mit O<ß<} 


Zen: z rar Pam z z(z) 





dsz 
@“dn-ı 4 ‚Zi z m 3 a5, 4 dd 
"2; (4, D)=1 
m= /q,g{u, v) 
(m, DD=1 
(wd)=1 


+0( 3 L 23) + olair 2449 2(5)). 


Sz ö|d 


dasz did 








ur 


alsı 


Da 


und 








1S- 


für 
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Zunächst befassen wir uns mit den Restgliedern. Es ist 


guide), arg DA 2“ 
212%) 2,» 2%)» = 0( 2,7) = 0008 2 


dasz"" öjd msı 


und nach (3. 14) 
244 2(7) = Zm-i-f y (=) nit o( N m-4-W) = O(.4-). 


n 
dsı ö|d msz u: msı 


Die Zusammenfassung der Einzelergebnisse ergibt 


log nA(n) Am) A(n) 
u a ER a Sry 
® De 1 m. De 1 
_ Ar a(d) z „(2 
=. ä d A,(d) log? 72) + O(log x). 


Die Summen auf der linken Seite bringen wir in eine für die weitere Rechnung bequemere 
Form. Beachten wir, daß jede Primzahlpotenz höchstens 2® mal durch alle Klassen 
eigentlich dargestellt wird, so ergibt sich nach (3. 1): 





(5.2)0s 5 Aue 37 zZ EP <2uf z 40 u EP} - 009, 





nsz psz nsz n »pSsz 
nn R » 
(n, D=1 (,D)=1 
also auch 
(5. 3) > Zen | m log" P _ O(log x) 
nsz n p<sı pP 
n R vr: R 
(n,D)=1 (#,D)=1 
Ferner ist 
<< 2er. en Sul z ZM _ 5 BP oBe 
mn sz mn mszı - pq mnsz mn p»ı sz pq 
(ni A 1 (m. D) -1 
<8WF u ® an ® “er 
Ba 
-0( z a = O(log x) 
nsz n 


Da außerdem 


2 
z logplogg _ z log plogg +0[l s Be) 
Es pq ne sVz p 
(pq, D)=1 (9. D)=1 
@.O0=1 


und das letzte Restglied ein O(1) ist, erhalten wir aus (5. 1) 
log? l 1 
6.4) Erz ra 
p»sı pP msz pq 
rR 8 
@,D=-1 m: D=1 


> u(d) z „(D 
74.2 > A,(d) log? 727) + O(log 2). 


®) p und g bezeichnen stets Primzahlen. 
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Die Summe auf der rechten Seite hängt nicht mehr von der Klasse & ab. Wir können sie 
dadurch bestimmen, daß wir über alle Klassen summieren. Jede Primzahl wird nun genau 


o(1 r (7)) mal durch alle Klassen dargestellt, während das Produkt pgqg wegen 


see) ee) 


mal dargestellt wird. Somit ist 





A u(d) x (7) 
| A,(d) 1 
es D\\ logtp 
bs 4 ur 
2.(+5)% 
(#,D)=1 
D\\ logp (2) logq 
1 +(—)) —= (1 + (—)) —= +00 
1a +(5)) pP (14 q q rn Ari 
‚0-1 


D 
(,Dp)=1 


+0[1og x 2 (2) 8?) +0( 2 18? z (2) ker) 
»<sı p p »Sı p 155‘ 
r 


= o| P} log" p + Jogp 1og &|4+ 0 (og x) 
psı P »sı p 
(®,D)=1 (,D)=1 
= ologx z JOgP | OXlog 2) 
»s=: P 
(,D)=1 
= o log? x + Ollog x). 


Also 
5.6 4 5 A (5) En St x + O(log x) 
dsz d d öjd ö h 
(d, D)=1 
und 
pSsz pP msı pq h 
PER MER 
@,D)=1 (24, D=1 


0-1 


Im folgenden benötigen wir noch die zu (5. 6) analoge Formel 


D 2 Hr 
(5. 8) A, 2. en A,(d) log? 12) = T log x + O(Ylog x), 
(4, DD=1 


aus der wir eine zur bekannten Selbergschen Formel analoge Beziehung herleiten werden. 
Zum Beweise von (5. 8) beachten wir, daß nach (3.4) und (5. 2) 





18 


so 


zu ] 








ie 
au 


en 


den. 
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' h 
olgz+0()=o 5 (1+(2)) 8? = z z !08P 


pysı p v-=1 »psz p 
(»,D)=1 DER, 
(D=1 
8 A 
n 
-2 2 "ro 
v-=1 nsz 
neR, 
(n, D=1 


ist. Aus (3. 4), (4.7) und Satz 4.1 folgern wir nun 


A ra l 
; WW. 5 a Fe |. 
nsz N dsı u=1 m 
ner (4, DD=1 ms7 
(n, DD=1 m gun, (u?) 
(m, D=1 
n,%)=1 
A D 2 
2 aan zlz)+ 2 Hr zone +om. 
dsz d öld ö ds d u=1 
(d, D)=1 (d,D)=1 


Definieren wir die nur von d abhängige Konstante C,(d) durch 


h 
(5. 9) ZCı(d, 8,) zu C,(d), 


v-1 


so ergibt die Summation über alle Klassen 


5.10) 2ologr+o=hA, z Fl A, 105 2(7) 
dsz ö|d 


(d, D)=1 


d D 
+. > ca) 2(7)- 
dsa öja 
(4, D=1 


Um (5. 8) zu erhalten, müssen wir also die 2. Summe günstig abschätzen). Da die triviale 
Abschätzung nur O(log x) ergibt, wenden wir einen kleinen Kunstgriff an, indem wir 
die Formel 


h 
HH zz Baia (1 + (2) u 1 ZUR Du 


v=1 psz psı P p p 
DER, (,D)=1 
#,D)=1 
= > log? x + O(log x) 


zu Hilfe nehmen. Auf Grund der zu (5. 3) führenden Überlegungen ist 


h h 
z 2 Pit -z2 2 U 1gt + Ollog 2) 


@.D5=ı we, 
& 1 x n 
= 5 3 —log— 5 u(d) log 7 + Ollog 2). 
s=insz N N aln 
neR, 
(n,D)=1 


10) Die Hauptschwierigkeit liegt darin, daß C, eine Funktion von d ist. 
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Nach (4.7) und Satz 4.1 ergibt sich weiter 


4 E n u(d) x: 2% log m 
> — lo — ‘ZZ ]o —— en 
Zn, 2.0 TE TmT mn 2, 
neR, (D)=1 Bi 
(n, D=1 m = fqug, (wo) 
(m, D=1 
(u, d)=1 
ra 
zZ a R-. 
dasz a1 r m 
(4, D=1 nS7 
m fqug,(% ®) 
(a =1 
Ar „ra [4 (5) A) gE. 5 1 
-7 Z d A,(d) log? 12 3 r = d 1 7 Zr, + Oleg 2) 
(4, DD=1 (4, D)=1 
4 uld) , „u 5e in 
= 35 @ log! x +O(log ch Zi lg 7 2.4, K,R)- 
4,D)=1 Y 


Die Summation über alle Klassen ergibt nach (5. 9) und (5. 11) die Beziehung 


x D 
2 #185 ca z[F) = Ouog 2). 
dsz sd 
(4, DD=1 
Durch eine geeignete Aufspaltung des Summationsintervalles erhalten wir hieraus für 


.<2: 





D 
o= z icwmzlz)+at z HP cum z(F) 
dsm ‚ö]d Lo ao, 4 sja\ d 
(d, DD=1 (4, D)=1 


oder, da nach (3. 10) 


ge ögg wrig Di 
2,26) 2%. rt 


„<dsz"” djd 


ist: 
O(log x) = log Fr z el C,(d) 23) +0 (log* =). 
(d, D)=1 


Eine nichttriviale Abschätzung von 


1 





> PR 
= nme _ x exp (—Vlog x). 


12) Wesentlich wird hier die Aussage von Satz 4. 1 benutzt: Es gibt eine Konstante k, so daß für alle d 
und alle Klassen | C,(d, 8)|< k. 











al 


an 
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Da nun 
z es 
log ze“ Vlog x 
ist, finden wir 


D 
Vlog x 2 en C,(d) 27) —= O(log x) 
(d,D=1 


oder die Gleichung 


(5. 12) Z un! C,(d) (7) = O(Vlog x), 
“de - 


aus der zusammen mit (5. 10) die gesuchte Beziehung (5. 8) unmittelbar folgt. 


$ 6. Das Analogon zur Selbergschen Formel. 


1. Nun wollen wir die schon im letzten Paragraphen erwähnte, zur Selbergschen 


Formel 
(6. 1) log x & A(n) + 3 A(m) A(n) = 2x log x + O(x) 
nsz mnsz 
analoge Relation 
(6. 2) logz 3. logp+ 3 logplogg = Ed x log x + O(zYlog x) 
ner zicR 
(,D)=1 (9, DD=1 
D,)=1 


herleiten. 
Für x >1 und alle n < z betrachten wir die Funktionen 


fa, n) = Zu(d)logZ. 
din 
Unter Beachtung von (3. 4) und (3. 8) erhalten wir durch Aufspalten der Summe 
f(z,n) = log“ x z u(d) — 2 log x z a(d) logd + 2 u(d) log? d 
din din din 
n 


— log? x 5 u(d) + 2 log x A(n) — log n A(n) — 3 u(d) log d log T' 
din din 


Da sich die letzte Summe in 


d ’ n 
BR" logdlog"— Klog; nz) = Alk jog © 
z+@ digg Ze g zung) = ZA 2. 08 
k 
umformen läßt, ist 
f(z,n) = zu log? + log An) +logzA(n) + 244 4(7) 
d|ln 
und daher 
2. 
zZ Man)= Z Zul)lg' = 2 Alm) log + 2 Alm) An) +02). 
nSz nsz din nsz mnsz 
neR ner neR mneR 
(n, DD=1 (n, D=1 (,D)=1 (mn, D)=1 


r 3*+ 
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Bestimmen wir zunächst den mittleren Term dieser Doppelgleichung: Nach (4.7) er- 
halten wir mittels (4. 13), (5. 8) und (3. 11) 


x 14 
zZ Zul = zZ kl 2 1 
“de nz 

m [q,g(u ) 

(m, DD=1 

(ud)=1 


z HD ie ZA 2(Z) +0 (dr 20492 (Z 
@eD=1 ” 


- 22 210g 2 + O(z Viog 2) (0<#<z). 


7) sa 


Nun wollen wir die rechte Seite der oben hergeleiteten Gleichung noch etwas uımn- 
formen. Es ist 
(6. 3) 0<S zZ Aln)lg7 <2w Z Aln) log 7 =O(2), 
nSsz n nsz n 
neR 
(n, DD=1 
und mittels (3. 2a) erhalten wir 
0< 2 AmM)— 2 logp < 2w(y(z) — #2)) = O(Yzx log 2), 
nsz »Ssz 
neR PER 
(n, DD=1 (,D)=1 


Alm) An)— 2 logplogg <100 5 A(n) (+(#)- »(#)) 
msz nsz n n 
MER 
(»q, DD=1 
@,0=-1 
+2» 5 log*p 
»sVz 


== o(vz „im log.) + O(Yx log x) = O(r). 


nsz Yn 


Fassen wir die erhaltenen Einzelergebnisse zusammen, so ergibt sich gerade die gesuchte 
Relation (6. 2). 


2. Wir definieren jetzt die zu 9(x) analogen Funktionen 


und für eine beliebige Zahl n mit (n,D) =1 
(6. 5) On(z, D, 8) r 


und setzen 
d(x, D, K) -_ + z+ R(z, D, K) 
(6. 6) 
d,(2, D, 8) = = z + Ru(z,D, 8). 


Der Übersichtlichkeit halber werden wir auch kurz #(z, 8) und A(z, 8) bzw. 9,(z, &) 
und A,„(z, 8) schreiben. 
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Jede Primzahl p mit (2) — 4 läßt sich genau 2» mal in zwei entgegengesetz- 
ten Klassen $® und #-! darstellen, das Produkt pg läßt sich unter den Bedingungen 


(>) = (2) — 4 und (p,g) = 1 genau Aw mal eigentlich darstellen. Wir können daher 


p 
die Gleichung (6. 2) auch in der folgenden Form aufschreiben: 


(6.28) logadlz,®)+ 2 Iog p |» (F88,)+ (4, a8;)| 


g®* 
(F)-! 
— 22 210g 2+0(zViog 2), 
wobei wir mit 8, und 8,’ die Klassen bezeichnen, in denen p dargestellt wird. Aus den 
Definitionen (6. 4) und (6. 5) folgt für jede die Diskriminante D nicht teilende Primzahl p 


Oz, D, K) Pe. d,(z, D, K) O(log 2), 


so daß wir wegen 5 log p log 5 =(0(x) auch die beiden Gleichungen 
Se 


(6.2) log, + Z Iog p\o(, 88,) + 0 (Z,88;") 
58° p p " 


—)l=1 


2 


2w 
u 7 z log x + O(z log x) 


und 


2 REKEN 
ze") = zZ. log z + O(x Ylog x) 


erhalten; dabei besagt die Summationsvorschrift &’$'’ = #: es wird über alle Paare 
8, 8’ summiert, für die R'’—= | ist. 


3. Durch geeignete Kombination der Gleichungen (6. 2) erhalten wir leicht eine Ab- 
schätzung von AR(x, D, 8), die wir später benötigen; es ist nämlich 


log? x d(x, 8) + log RZ Z logp®, E x”) 


u de 3 ir; 
ER 
ed 


I108& 0,(2 ‚#)+ z log plog g] 


PO Ds ns 


_ 20 20 D\\ logr x : 
x log? x — y* Z (1 +(7)) er log — + O(z1log”" x) 
(,‚D=1 


x log? x + O(x log" x). 


h 
Kun 
h 


Ersetzen wir hierin d(z, 8) gemäß den Definitionen (6. 6) durch die Funktionen R (z, 8) 
so erhalten wir | 
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Ria, Kt) log? 17-—ı | E log? pR, (* ‚e)— FE log p log qR,, en) 
®gar=nl 7352 PET: q 
pe piEeR 
@,D)=1 ‚D=1 












— or 3 (1 + (7) log’ p +wx 8 e log p log q..8 (7) 
psı p pP msz pq @|pı d 
@0=1 (2q, DD=1 
@,09=1 
+ O(zlog"" x) 
ae B} | Z log’pR (S x)— Z logplogg R(" ‚#)+ O(z log”: x) 
© wgr= : pq 








(Bei dem letzten Schritt, beachte man (3. 1), (3. 9) und (5. 7)!). Gehen wir zum absoluten 
Betrag über, so lehrt partielle Summation unter nochmaliger Berücksichtigung von (6. 2) 





open ZZ rt Z, lerl] 


KR =-RnSsz 7 min 
pqeE® 


o be De 
d= 


(, 
IRA ie 

























= | ” 
rz22 A „Tr ®) a e 
5 
-2 2 EZ logn| R(k, u + Oz log": x) 
v-1nSsz 
FR re) 
+0(ZViosz zn |R ‚® ArT* l 






Es bleibt noch die Aufgabe, das letzte Restglied abzuschätzen. Dazu beachten wir, 
daß nach der Definition (6. 6) von R(z, 8) 


DOOELer 























z x 
RR) Rn) 
a FREE... 0 N VOROR y HE. ‚KO Ze 
er) a) rt 
ist. Deshalb folgt unter Beachtung von 9 (= ®,) = o(#): 
x | x x x 
Mar EDER EPRUCD LER 


+z zZ —=Olzlog2)+ P} (#, 8, = 


nsz nsz 













TE 


nsz 






O(zxlog x). 


De” 





Unsere Rechnung ergibt daher 








a (72)|+ 








h 
(6. 7) LIE EZ Zlogn 


v-1nsz 


0 (Yiez) 








de 


wä 


für 


mit 


und 
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$ 7. Abschätzung von 9(x, D, 8) nach unten und oben. 


Aus den Formeln (6. 2) und (6. 7) können wir den Primzahlsatz für binäre quadra- 
tische Formen folgern, sobald wir nur wissen, daß es für jedes hinreichend große x eine 
Klasse ® gibt, so daß 


| R(2, 8) |< az mit a <A 


ist. Diese Aussage soll nun bewiesen werden; unsere Rechnung ergibt sofort den 


Satz 7.1. Es gibt eine Konstante a, <A, so daß für x > x, und alle Klassen $, 


| R(2, 8) |< 0X ehruch 


ist. 
Um den Beweis dieses Satzes übersichtlicher zu gestalten, beweisen wir zunächst 
einige Hilfssätze. In allen diesen Sätzen sei n durch 


3 für gerades h 
(7.1) n= 
L nd für ungerades h 


definiert. 


Satz 7.2. Es gibt eine Konstante s, so daß für jedes x > x, stets für n Klassen 


5 ler 


. m<psz P 
DERn, 
(@,D)=1 


[0 


Pr 


log x vers,..,9 


ist. 
Beweis: Nach (5. 7) gibt es eine Konstante P,, so daß für x 2 x, und alle Klassen 
8, (rel,...A) gt 


2 
EZ log! p < 2 (log? 2 — log? sz) + O(log x) + Ollog sz) < —- (108° 2 — log? 2) 
ı<pS2 h " * 
pe, 
(,D)=1 


+ z P,(log x + logsx), 


während aus 


2) zer = 2 log? x + O(log x) 


7 


» > + (log? x — log? sx) — P,(log x + log sz) 


mit einer gewissen Konstanten P, folgt. Wir wählen nun s so klein, daß 


(Pı + Pa +1)2h <log-, 


und x; so groß, daß sz, >1 ist. Ferner sei x, = Max (z,, 2, 23): 
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Wäre nun die Behauptung des Satzes falsch, so gäbe es ein x > x,, so daß für 
dieses x und m Klassen 8, (v = a 

log? p 7) 

> An Ze 

s.<psz p h 


DEeR,, 
(»,D)=1 


log x 


wäre. Dabei ist m = m(z) und 


h- 5. + 


kh+i 
Y.E We 


Andererseits ergeben obige Abschätzungen nach einer Summation über alle Klassen 


hzm(«) zZh—n+i1= 


7 (log? x — log? sx) — »P,(log x + log sx) 


Berner 


s<psz pP p y-=1ls2<psz 
(,D)=1 DER, 
(»,D)=1 


so 3 (log: x —log?sz) + wP,(logx +logsz) + o log x. 


Nach unserer Wahl von s, wegen x > x, und 


log? x — log? sz = log 2 (log z +logsz) > 0 


führt diese Doppelungleichung nach Division durch ® (log x + logsıx) zu 


1 4 m 1 1 


h+i 
2m<h+i oder ee zu 
Dies steht im Widerspruch zu der früheren Feststellung m > vers, womit der Satz 


bewiesen ist. 
Als Korollar erhalten wir wegen 


logz#(z, 8) > 


Satz 7.3. Es gibt eine positive Konstante k,, so daß für x > x, und mindestens n 
Klassen stets 
9x, 8.) >kız „m=il...9 
ist!2). 
Bei den folgenden Überlegungen müssen wir die Untersuchungen für gerade und 
ungerade Klassenzahl h getrennt führen. Es zeigt sich, daß wir bei ungeradem h wesentlich 
schneller zum Ziele kommen. 


12) Statt Satz 7.2 könnten wir unter Heranziehung des Primzahlsatzes für arithmetische Progressionen 
sofort Satz 7. 3 beweisen. Wir wählen den Weg über Satz 7. 2, um eine Anwendung des Primzahlsatzes für arith- 
metische Progressionen zu vermeiden. Mit denselben Überlegungen läßt sich in dem Selbergschen Beweis des Prim- 
zahlsatzes für arithmetische Progressionen an der analogen Stelle ([17, S. 73]) die Anwendung des gewöhnlichen 
Primzahlsatzes umgehen. 
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Für ungerades A gilt der 
Satz 7.4. Es sei h ungerade und es seien drei Mengen von je n verschiedenen Klassen 


2= {8}, M= RN} l,...,n 
gegeben. Dann gibt es zu jeder Klasse $ stets ein Tripel 8, 8,8’ mit 


VER MEM, KEN, 
so daß 
K u RR a’ 
ist. 
Beweis: Wir betrachten die jeweils 7 verschiedenen Produkte 
KR, und KR, | 2 2 RER: 
Wäre 88," stets verschieden von 8, R,,, 0 würde entweder K8,, ' oder 8,, 8, nur 
n—1 Klassen darstellen, was nicht sein kann. 


Für gerades h sind diese Schlüsse nicht durchführbar. Deshalb führen wir hier die 
reellen Charaktere der abelschen Gruppe © ein. Alle Charaktere von & werden durch 
die Gleichungen 


ar) = 1, RR) = KR) X(R,) mv—l,...h 
definiert. Außer dem Hauptcharakter x,, für den immer 
HR) =1 vl... 
gilt, gibt es für gerades h die sog. reellen Nebencharaktere, die nur die Werte — 1 und 
+ 1 annehmen. Mit Hilfe dieser Charaktere zeigen wir den 


Satz 7.5. Es sei h gerade und es seien drei Mengen von je n verschiedenen Klassen 


gegeben 
L sy, {Rh M ” Rn, N - {N} RE 1, HN. 


Ferner gebe es zu jedem reellen Nebencharakter x ein K* EN und ein RY+EN, so dab 
ar) =1, Kar) = —1 
ist. Dann gibt es zu jeder Klasse 8 ein Tripel &', &'', 8’ mit 
K € 8, KR” € M, KEN, 
so daß 
R Fu R 8 La I 
Beweis: Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann können die Produkte 
Rn, 8,(m»=1,...,n) nur n Klassen darstellen. Definieren wir die Mengen 


Hi Rn > {8} ee 
durch 
Km, Am, = Km, bzw. Rn, Rn, = Rn, „el. 


so können auch die Produkte Km, 8,0, »=1,...,n) nurn Klassen darstellen. Da aber 
sicher 


a Te 2 


Journal für Mathematik. Bd. 201. Heft 1/2 
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dargestellt werden, sind die beiden Mengen M’ und N’ identisch. Wie man leicht sieht, 
bilden 8, , Ras +: -» „, eine Gruppe, Definieren wir nun einen Charakter x, der für alle 
Klassen Rn, den Wert 1 hat, für alle andern Klassen den Wert — 1, so ist 


8.) = 28) A) = 2 Rn)- 
Entgegen der Voraussetzung kann dann aber N die Klassen 8* und 8** nicht gleich- 
zeitig enthalten. 
Um diesen Satz später anwenden zu können, müssen wir für jeden reellen Neben- 
charakter x noch eine Abschätzung von 


92, D,8) mit x(8) =1 bzw. (8) = —i 
















herleiten. Nach einem Satz von H. Weber'2) gibt es zu jedem reellen Nebencharakter y 
zwei reelle Zahlnebencharaktere 0’, o'' mod D, so daß für jede in einer Klasse $ dar- 


stellbare Zahl n 







x(8) = e'(n) = e"(n) 







und für alle Zahlen n 
[23 D 
e’(n) e”(n) = (2) 


n 





gilt. Daher ist 





Ur: 


= o(log x — logöır) + O(1). 


Z (1+e'(p)) 





h l 
Z(+x8)) z ä = ® 


v-1 62 <psz 







Für eine geeignete Wahl von ö folgt weiter 
logp 





h [ 
ZH) AER)>ZU + Km) 2 EP >u,>0. 


ze <psı 
pet, 
@D)=1 






Die gleiche Rechnung zeigt (man ersetze 1 + xy(8,) durch 1 — x(8,)), daß bei geeigneter 
Wahl von k, auch die Ungleichung 


1 


ö, 


gültig ist. Es gibt also eine positive Konstante k, und zu jedem reellen Nebencharakter x 
eine Klasse 8* und eine Klasse R**, so daß gilt 


(8) =1, KR = —1 






h 
U . xR.)) 92,8) > ka 








und für 2 >, 
(7. 2) 


Zur Anwendung der Sätze 7.3 bis 7.5 und der Formel (7.2) formen wir die Be- 
ziehung (6. 2) um. Aus (6. 2) folgt mittels partieller Summatior wegen (6. 3) 








9x, D,8*) >k,2 und 9x, D, 8** > kr. 









2 log’p+2 2 logplogig = Es zlog® x + O(z log" 2). 
psz »ı Ssı 
ver DER 

@,D)=1 (04, D)=1 





@,g0=-1 





13) Vgl. H. Weber [22], $. 311/12 und Bernays [1], S. 35/36. 







Da 


wo 
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Andererseits liefert uns (6. 2) zusammen mit (3.1) und (3. 4) 


2 zZ 3 log | Z lg!a+ 3 log log q| 
ogr—_n 4 


ıs- ns“ 
(r, D=1 


ger" DgEeR" 
(,Dr)=1 (»4,Dr)=1 


HE) Br nz some 
)=1 


= + x log? x + O(x log" x). 


Daher ist 


z ep z 3 logr 3 logplogg = O(z log" x), 


woraus durch nochmalige partielle Suramation 


B- log® plog I Re. 3 loegr 3 log p log glog® + Oz log’ 2) 
ss p WR"-R rS2 
oD=1 


resultiert. Nun formen wir die innere Summe auf der rechten Seite um, wobei wir zur 
Abkürzung = = y setzen. Nach den Überlegungen, die von (6.2) zu (6. 2b) und (6. 2c) 
führten, ist 


Z logplogglog: 4 - I +. 0(log y) 
pq , q 
1S— 

p 
ger” 
(,D)=1 

log / 
logp zZ dn, 8) — Rz + Olog y) 
ns! 
pr 


2 2 
vl psy 
1 


» 
(p, Dr 
» [7 

5 3er Un, 8") 


EI 20m, Z + Ollog y) 
KR hn<sy mst 


a 
[07 
# 
[727 


KR" =R mnsy 


zZ 2 Hm,R') Din") + Olloge y). 
Setzen wir dies in die oben hergeleitete Gleichung ein, so erhalten wir 


Z log? p log? 7 


psz 
PER 
@D)=1 


e_ EZ B- I Hm, RK) On, wo, 


‚e) + O(z log” x) 
Magie mag, MN 


4* 








28 Ehlich, Primzahlsatz für binäre quadratische Formen. 


‘oder aber 


5 log p log? 5 


1 x 
gem 2 [2 4 WZZ] -!/, 
 Mlogtz yore Hecmarı MM Pe an " ) Er Me 
zlı< n<se' 


Auf Grund der Sätze 7.3 bis 7.5 und der Formel (7.2) gibt es für jedes 8 ein Tripel 
8,8”, 8", so daß RER” und für mn," >2 


d(m, D, &) >k,m 
®n, D, &') >kın 
(.; D, x”) we 
mn mn 
ist. 
Hieraus folgern wir 
x ka 4\? x 
EZ logplg— > — nel B} =) +0(- > kr >0. 
HE p log’ = Hl cagah U ) 8 
(,D)=1 
Ist ö eine beliebige Zahl im Intervall 0 <ö <1, so gilt 








da<ps“ 
per 

#,D)=1 

> kr — 3 On, R) o(, log =) + O0(öx) 
nsör n n 
=krH+ o( EZ log %) + O(öx) 
nsör N 
> k,x — Pözx log > 
Für ö > 0 strebt ö log —0, daher gibt es ein ö, > 0, so daß für alle ö in (0, ö,) 


log? I x, 8) > kr 


ist. Aus dieser Ungleichung folgt aber sofort: Es gibt eine positive Konstante k,, so daß 
für 2>z, gilt 








(7. 3) x, 8) > k,x vl... „A. 
Eine nochmalige Anwendung der Relation (6. 2) zeigt dann für v=1,...,h 
20 1 x x x 
MKR)= 0: Ib Urs 8,8 ) o(, 8,8;')) 0) 
Erd log x 2 SPi7\p »)+*, jr Vlog x 
GR 
2 27 log p x 
a ri + 0( Z_\<hr 
h l 
08% ... p Vlog x 
GE 
mit k, < = . Aus den Abschätzungen für #(z, D, 8) und. (6. 6) folgt jetzt Satz 7.1 


unmittelbar. 








sei 


Fü 


el» 


Bef 
noc 
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$ 8. Verschärfte Abschätzung von 9(x, D, 8) in gewissen Intervallen. 


Nachdem wir gezeigt haben, daß für x > r, und alle Klassen 


2). | R(z, 8) | <z a,2 mit a <i 








;pel ist, wollen wir R(x, $) noch für spezielle Intervalle abschätzen. Wiederum gehen wir von 
der Relation (6. 2) aus. Durch partielle Summation ergibt sich 
x 1 2 
(8. 1) zZ leplg— +— 3 2 0logp Z logg leg— 
»Sz p On 752 r pq 
DER DER ıs pr 
(@,D)=1 @, D=1 ger" 
2 v4 1 
= 5 Ey n log n + On Yioan) 114, + (3)! +0(z) 
nase A n n 
= n x log x + O(z log x). 
Beide Summen auf der linken Seite lassen sich aber in einfacher Weise umformen. Einer- 
seits ist 
„2 log? p log Zi E Un, 8 [emo ale + Mar |+ 00 
4 pP nsz n-+ 1 
e D=1 
n 1 log 
== 2 (Er + Rm9)) 0) —— lg + „logn+o0 + 0(z) 
n<sz h L n n 
= 5 Jogn R(n, &) + 2log x +02). 
nsz 
Für die zweite Summe dagegen erhalten wir 
1 an 
2, 2,r 2 lgelgn-, 2, 2 Pr 2 9m ) +0) 
og -R PS a pq own 238 
laß e® EB eg’ na — 
@,D)=-1 ges” e’d)=1 v 
(4, D)=1 
= 2 2-0) oz 8”) + 012) 
® ga" nSsa 
1 1/o . m 
) = 2 id ZZ +R(#,8")} +00) 
© gg" ns, N 
7) Er 
-Zrlogr+ 2 | 2 ZRna)4+R(t ) 
y=1 Iinsz 
4a! Ihn wat ‚8") +01) 
gar 2 n 
7.1 Befassen wir uns zunächst mit den beiden inneren Summen auf der rechten Seite, die wir 


noch auswerten können; es ist 
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Er. x ad x ox 


s=-1Insz 


Be; (1+ (2) log p — wz log x + O(z) 


nsz 
(#,D)=1 
D 
=o 5 (1 + (Z)) 108 3 1— wxrlogx +0(z) 
psı pP = 
#,D)=1 ad er 
= os 2 11 +(2)) kn 1 oxlogz+0(x)=O(r), 
»s p p 
(9, DD=1 


m AR) 15 dns) w,A 
EA ie Al ui a 
D 1 4 
3 5 Owen) -emiron 
=o 5 (1 + (2)) 8? — o10g 2 + 01-00) 
se p p 
(»,D)=1 


erhalten. Setzen wir unsere Einzelergebnisse in (8. 1) ein, so erhalten wir 
29 an i irrt R(H, ®”) + 0x Viog 2). 
nse r ” RT ne N ui 


Es gibt daher eine Konstante P,, so daß für alle x 
(8.2) | za) ngn x r$ a Rn, ®)| R(-, x”) + P,xYlog x 
Insz n | © war_nnse | n | 
ist. 
Andererseits gibt es nach (3. 2) eine Konstante P,, so daß für alle x 
(8. 3) | Rz 8) | < P,= vl... „A 
ist, und mittels partieller Summation ergibt sich — wiederum aus (6. 2) —: Es gibt eine 


Konstante P,, so daß für alle x, y mit . s = <2 gilt 


T 


Vlogz 


er IREOISIRnM|+FIE—vl+ PR 


Nun machen wir die Annahme: 


Es gibt eine positive Zahl a < a,, so daß für alle x > x* und alle Klassen $, gilt 


(8. 5) | Rz, 8,)|< Z ax. 


Dabei können wir uns x* sofort so groß gewählt denken, daß 


2 
* Mn 
(8. 6a) > 2 








un 


ist 


wo 


ist, 


De 


get 


wor 


ode: 


Da 


Aus 








gr 


ine 


gilt 
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und 
x 
(8. 6b) log x* z log a’ 
8h 8hP, 4 
«(li +30)’ (m) lg 7 + u 
ist ((8. 6a) folgt offensichtlich aus (8. 6b)!). 


Auf Grund der Abschätzungen (8, 2) bis (8. 4) und unserer Annahme (8.5) folgern 
wir den 


Satz 8.1. Es sei x > x’ = exp (log? x*). Dann gibt es in jedem Intervall (x,, x), 
wobei 











4 1 
> Max | Pat + 161g I)! 


a = (1 — a)!r 
ist, eine ganze Zahl y, so daß 
IRum|<2attt®, FU RL = 
Beweis: Nach (8. 6a) enthält jedenfalls jedes Intervall (:,, x) eine ganze Zahl, denn 
2 — 2, = 2 — (1 —a)") > va >2. 


Den Beweis führen wir nun für die beiden Fälle: 





1) R(n, 8) wechselt im Intervall (z,, x) sein Vorzeichen nicht; 
2) R(n, 8) wechselt sein Vorzeichen in (z,, 2); 


getrennt. 
4) Aus (8. 2) und (8. 3) folgern wir durch Er des Summationsintervalls 


zrmR log n <TPz22 + 2er PB} “5 

nsz n ns N "<nsh 

— Piz R- - + PıxYlogx 
zu 

we 


Ka 


a zloga+ 9245 FE = Pixlog 2* + P,xVlogz, 
woraus wegen der Voraussetzung x > x’ folgt: S 


<Fealgrt + Art Vlog x 
h h h 
1/7} 
u log x + 5% P,xYlogx 
oder, da x, <x ist, 
z un K) log n a2 +2) log 2+-PızVlog 8. 
2, <nsz 





Da A(n, 8) in (z,, x) sein Vorzeichen nicht wechselt, gibt es eine ganze Zahl y, so daß 
RW 2) | _ un || An) 
y n 








‚ne(z, on}. 


Aus der obigen Ungleichung folgt dann 
u RWR 


zZ logn <— az + 2ı) lgz + np ‚zyYlog x 


=, <nsz 
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oder 


Ru | warn ler 0) © Viogz 


y | zz lgz 'z—ı, lgz, 





, Viogzı + 161g; 


log x, 





7) oifueriel 
u ae ee) 
[79] 


1+7a 0 1 
<za te 42 £ (1 +46 1084), 


wegen (8. 6b) also 








2) R(n, &) wechselt sein Vorzeichen in (z,, x) 4). Dann gibt es eine ganze Zahl y, 
so daß A(y, 8) und R(y -+ 1, 8) verschiedene Vorzeichen haben. 


a) Ist Ay, 8) =0, so folgt 
<A) =, Y 
O>RYyHD-IYHLM-uHN, 
also wegen Hy, 8) <s dy-+ 1,8) 


[0] 


OSRAM) —YSRyt+hM+—<. 


b) Ist R(y, 8) <0, so muß d(y-+ 1,8) > 9(y, X) sein. Nach der Definition von 
Oz, 8) ist dann aber 


0< Riy+1,8) = R(y, 8) + on tlog(y +1) — 


oder 0>Ry,®)> z — wa-1log(y +1). 


Sowohl für a) als auch für b) folgt nun die Behauptung unmittelbar aus (8. 6b), und 
damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Satz 8.2. Es sei x’ gemäß Satz 8.1 gewählt, dann enthälı für x > x’ jedes Intervall 
(x, x) ein Teilintervall (y', y> mit y' = ye”? und 
all — a 
32 
so daß für alle ze (x’, y) und alle Klassen 8, 


R(z, 8,) {7} ali+.a) er 
en he er. me vwal,...h 


6= 


gilt. 
Beweis: Nach dem vorangehenden Satz gibt es in (x,, x) jedenfalls ein y, mit 
| R(yı, &) ® a(1 + 3a) 
EL 1 a an £ 
| h 4 
14) Damit unsere Überlegungen auch gelten. falls R(y, 8) = 0 ist, rechnen wir hier die Null zu den positiven 
Zahlen. 
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Nach (8. 4) ist dann für alle z mit 
3 Yı s 2 2 2yı, 


also sicher für alle z mit 


| R(z, 8) _ | R(y, 8 v 
2 vw Yı 
o ai-+ 30) » 


{7} u 
<a Tl ar 2 |j1—e|+ Palog" ar, 





in4 Kata 
ı 2 2 | log ı* 


was wegen ®@ <2ö-+ 1 und (8. 6b) 
R(z,8,) _ vo all z 3a) a(l1 — a) o all —a) ra 
ET TE ( +77 ) u A Fe Me 


o all + 3a) ai—a 
var DE (# 2(4+ a + 3a?) 


o 3a + 5a? 
Sa 6 


Yı y%* 
)+7 MT -+ P,log”" x 


+ P, log" x* < + id g 
bedingt. 

Es bleibt zu zeigen, daß entweder das Intervall (e-°y,, y,> oder das Intervall 
(Yı, Yr@) im Intervall (x,, x> enthalten ist. Ist y, Ss xe”?, so liegt wegen x, < y, = ze” 
sicherlich (%,, Ye) in (x,, x). Ist dagegen y, > xe?, so brauchen wir nur x, < xe”* zu 
zeigen, um (y,e”®, y,) in (z,, x) nachzuweisen. Die zu zeigende Ungleichung ist aber mit 
der trivialen Abschätzung 

(1 — a)!se® <A 

gleichwertig. 

Das Ergebnis von Satz 8. 2 wenden wir nun auf die in $ 6 hergeleitete Ungleichung 
(6.7) für R(z, 8) an. Durch Aufspalten des Summationsintervalls in (6. 7) erhalten wir 
vermittels (7.3) für <>: 


IR, ®)| = 


Im ganzen Intervall <z’, <> können wir nach unserer Annahme (8. 5) R(H, R,) durch 


E a— abschätzen. Um aber eine bessere Abschätzung von AR(x, 8,) zu erhalten, teilen 
wir <x’, x) in die Teilintervalle 
(zbr, zb#-1, mit b = (1 — a)“ für alle » mit x’ <s ab# 


auf. Nach Satz 8. 4 enthält jedes dieser Intervalle ein Teilintervall (y/, y,>, in dem wir 
R(Z 1" 8) durch — , + +4) — abschätzen können. Daher ist 
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ist, folgt 


[7 w 1 ER 
IR SH ug ze el Er + 0) 
ö x 
ii , Pe_IDE 
al—a)z+ („u65) 





RL. 2 
102 


so daß wir den folgenden Satz bewiesen haben: 


Satz 8. 3. Weun es eine Konstante a S a, gibt, so daß für alle x > a* und alle 
Klassen 8, 


| Ra, 8) |< az 


ist (x* kann o. B.d. A. so groß gewählt werden, daß die Beziehungen (8.6) erfüllt sind!), 
dann gibt es ein x** > x*, so daß für alle x > x** und alle Klassen $, 


IR |< e[ I). (vr=14,.:2.9 


$ 9. Abschluß des Beweises. 
Wir betrachten die Zahlenfolge 


..;. 


= (1 -C) n=1,2,. 


wobei a, die in Satz 7. 1 auftretende Zahl sei. Da nach Satz 7. 4 unsere Annahme (8. 5) 
jedenfalls für a = a, und z > z, erfüllt ist, besagt Satz 7. 3 gerade: 
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Zu jedem „ (n=0,1,...) gibt es ein x,, so daß für alle x > x, und alle Klassen 
8,7 =1,...,h 
| Rz, 8,) | <= Ant, 


d.h. aber, wegen „>(0 für n + oo, 


R(z, 8,) = 0o(z) 
und somit nach (6. 6) 


(9.4) 92,8) = = 2 + 0(2) 


gilt. 
Mittels partieller Summation erhalten wir dann 


In der letzten Summe haben wir jede primäre Darstellung von p in ® gezählt. Nach 
den Ausführungen in $ 2 besitzt jede in einer Klasse 8 darstellbare Primzahl in ihr genau 
eo primäre Darstellungen, wobei für eine nicht-zweiseitige Klasse e = 1 und für eine 
zweiseitige Klasse e = 2 ist. Da ferner alle primitiven Formen aus ® dieselben Zahlen 
darstellen, folgt unmittelbar der Primzahlsatz für binäre quadratische Formen 


eh log x logz 


N Ne B- +o(j ) 
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Das Verhalten der Kleinschen Funktionen logo, ‚(w,, »,) 
gegenüber Modultransformationen 


und verallgemeinerte Dedekindsche Summen. 


Herrn Prof. Dr. F. Bachmann zum 50. Geburtstag gewidmet. 


Von Ulrich Dieter in Kiel. 


1. In seinen „‚Erläuterungen zu den Riemannschen ‚Fragmenten über die Grenzfälle 
der elliptischen Modulfunktionen‘‘“ [1] untersucht Dedekind das Verhalten der von ihm 
eingeführten Funktion log n(r) gegenüber Modultransformationen. Er erhält für diese 
Funktion eine Transformationsgleichung (1, 20), in der abgesehen von elementaren Funk- 
tionen nur,die nach ihm benannten Dedekindschen Summen auftreten. 

Diese Summen sind von einer Reihe von Autoren untersucht und in zwei verschie- 
denen Richtungen verallgemeinert worden. 

Die eine Verallgemeinerung stammt von L. Apostol und L. Carlitz. Auch diese Sum- 
men treten bei Modultransformationen einer Funktion auf, die eine naheliegende Ver- 
allgemeinerung der Funktion log n(r) ist. Mit dieser Verallgemeinerung wollen wir uns in 
der vorliegenden Arbeit nicht beschäftigen. 

Im Rahmen seiner Klassenzahluntersuchungen in [5] untersucht C. Meyer!) den Log- 
arithmus der Kleinschen Funktion o, ,(®,, ©;) auf sein Verhalten gegenüber speziellen 
Modultransformationen; diese speziellen Transformationen bilden die sogenannte Haupt- 
kongruenzgruppe f-ter Stufe, ihre Matrizen sind kongruent der Einheitsmatrix modulo f. 
Die von ihm dort hergeleitete Transformationsgleichung enthält neben elementaren Funk- 
tionen und den gewöhnlichen Dedekindschen Summen verallgemeinerte Dedekindsche 
Summen (1, 23), die wir auch als Meyersche Summen bezeichnen werden. Da €. Meyer in 
[5] und [6] wegen der Beschränkung auf die Modultransformationen f-ter Stufe nur spe- 
zielle Ergebnisse hergeleitet hat, wollen wir in der vorliegenden Arbeit log o, ,(®,, ®,) auf 
sein Verhalten gegenüber beliebigen Modultransformationen untersuchen. Nur im Satz 6 
wird die Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe eine Rolle spielen. 


2. Nun kennt man den ‚Nenner‘ der üblichen Darstellung der Kleinschen Funktion 
0,,n(®7, @g); im wesentlichen stimmt er mit dem Quadrat der Dedekindschen Funktion 
n(r) überein. Wir führen daher im ersten Teil dieser Arbeit eine neue Funktion n, (7) ein, 
die im wesentlichen mit o,,(®,, @g) * n?(r) übereinstimmt; anschließend können wir uns 
daher auf Untersuchungen dieser Funktion n,,„(7) beschränken. 

Im zweiten Teil leiten wir die Transformationsgleichung der Funktion log n,,,(?), 
unseren Satz 1, mittels einer Methode von H. Rademacher aus [8] her; für die speziellen 
Modultransformationen f-ter Stufe ist sie bereits von C. Meyer in [5] bewiesen worden. 

Im dritten Teil folgern wir daraus der Vollständigkeit halber die Transformations- 
formeln für log 0, „(®,, ®,) und o, „(®,, ®,); letztere ist bekannt [3], [4]. 


!) Herrn Dr. C. Meyer möchte ich für die freundliche Zurverfügungstellung eines Manuskripts von [6] danken. 
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Im vierten Teil leiten wir aus unserer Transformationsformel für log n,,,(7) Eigen- 
schaften der darin auftretenden verallgemeinerten Dedekindschen oder Meyerschen Sum- 
men her. Insbesondere genügen diese einem Reziprozitätsgesetz, dem Satz 4, das genau 
dem Reziprozitätsgesetz der gewöhnlichen Dedekindschen Summen entspricht und ihre 
numerische Berechnung gestattet. 

Im fünften Teil geben wir einen rein arithmetischen Beweis dieses Reziprozitäts- 
gesetzes, bei dem wir keine Eigenschaften der Funktion log n,,(r) benutzen. 

Im sechsten Teil beweisen wir als Satz 5 die Kompositionsregel gewisser Matrir- 
funktionen ®,, ( ı) ‚ die analogen Ausdrücken ® (. ı) aus der Theorie der Funktion 


log n(r) entsprechen. Diese Kompositionsregel gibt uns ein weiteres einfaches Verfahren, 


verallgemeinerte Dedekindsche Summen zu berechnen, da sie in ®,, ( ) auftreten. 


Weiterhin besitzen diese Ausdrücke eine bemerkenswerte Invarianzeigenschaft für die 
Matrizen der erweiterten Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe (Satz 6). 

Im Anhang geben wir eine Deutung der verallgemeinerten Dedekindschen Summen 
als Inversionsanzahl. 

Bei allen Ergebnissen der Arbeit wird man weitgehende Analogie zur Theorie der 
Funktion log n(r) und der gewöhnlichen Dedekindschen Summen feststellen. 7,,o(?) ist 
zwar null, aber in gewisser Weise entspricht der Fallg=h= 0 (mod f) unserer Ergeb- 
nisse, den wir ausschließen, der Funktion log n(r) und den gewöhnlichen Dedekindschen 
Summen. 


I. Die Funktionen n,,,(r) und log n, „(?). 
3. Bei F. Klein [3], [4] tritt zuerst die Funktion 


0,1(0 @s) 
ler" ("+7)) lee ee 
n=0 m-=1 

na — e2rirm)2 


m=1 


[07 
 2ni 





e 


auf. Hierin ist &,, ©, das primitive Periodenpaar, r= en ; für die Konvergenz der Pro- 
. 2 


dukte muß man 

(1,4) Hr) >o0 
fordern; f und g, h sind ganze Zahlen, es ist 

(1, 2) g,h=0,0 (mod f) 
vorauszusetzen, da die Funktion sonst null ist. 


Nun kennt man den „„Nenner‘ der Funktion o,,(®,, @;): im wesentlichen stimmt 
er mit dem Quadrat der Dedekindschen Funktion 


(1,3) nd) = Pa u 41-09 


m=1 
überein. Für den „Zähler‘‘ von o,,(®,, ©;) führen wir die entsprechende neue Funktion 
(1,4) 
h 4 A 
ri [4] ?: (7) „2(F) ( 2a Sair (m+ 5 


IT\i-—e !e 
n=0 


2 Bar ("-7)) 


n,.,(7) = e ar 'e 
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ein. Hier und im folgenden ist B„(z) das m-te Bernoulli-Polynom, 
P„(2) = Bn(2—[z]) 
die periodische Fortsetzung desselben für 0 < x < 1. Insbesondere ist 
(1,5) B(2)=2—4, Pıa)=2—[2]—} 
und 
41,6 B)=#*—z+4, Pıa)= («—[e]? —(e—l[e])+t: 
Weiterhin führen wir ein: 
[x] für nicht ganzes x 
4 el n—1)-{ 
[2] — % für ganzes z. 


Benutzt man die in der ganzen Arbeit verwendete Funktion 


(1, 8) 


0 für nicht ganzes x 
ö(z) = { 


1 für ganzes r, 
so ist 
(1,9) [2]o = [x] — 3 ö(2). 


Die Einheitswurzel in der Definition (1,4) von n,,,(r) hat den folgenden Sinn: bei 
n,,„(T) kommt es auf g und h nur modulo f an. Für A ist dies klar; um 


(1, 10) Ng4+1,n(?) > N,,1(?) 
zu zeigen, beachte man [2 +41) =[z]) +4 und B,(z +1) = B,(z) + 2x. Weiterhin 
gilt 
(1, 11) n-„, it) = 1,.(7)- 
Es ist nämlich wegen (1, 10) und der Definition (1, 4) 
2. (ı- 2], 2,(-)-[2], „CH 
n_,,—r(?) pe M— 9, .(?) — N, »(?) e (l rlo ( 7) [ro 9) . 


Nun folgt aus (4, 5) und (1, 7) mit Benutzung der Abkürzung (1, 8) 
1—2,=—[zb und P,(— 2) = — Pı(2) — (2). 


h g h h\l[g 
RR 
| In Iy 3 flo "\f f/Lflo 
Dag,h=#0,0 (mod f) ist, ist dies eine ganze Zahl und (1, 14) gilt. 
Mit dieser Funktion n, „(r) gilt dann für die Kleinsche Funktion 


I 7-9) -2[7] ‚>(5)) . 0, a(?) 
2ri nr) 


Daher ist 


(1, 12) 0,,1(®,, @,) rg 

4. Man erklärt üblicherweise den Logarithmus von n(r) durch 
me nz Rum 

(1, 13) log n(r) = rD) 2, Z, 2 e ; 


Da in der Definition (1, 4) für n,,(7) die beiden unendlichen Produkte für $(r) > 0 und 
g,h &#0,0 (mod f) regulär und von null verschieden sind, erklären wir log n,,(7) für 
0<sg<fdurch 





Dieter, Kleinsche Funktionen und verallgemeinerte Dedekindsche Summen. 


(1, 14) log n,.,(7) = —zio(£) P, (4) - zirP,() 


© es h ” ü jr‘ 
a ie Az» aular > nd z R SWR re een 


m=0n-ı m=1n=-1 
— es ist [7], = — 2 ö(x) für Sr <1 nach (1,9) —. Für beliebiges g erklären wir 
log n,,„(T) wegen (1, 10) durch 
(1, 15) log 7,9) =logn _ [2]. (2), 


so daß es auch bei der Funktion log n,,„(7) auf g und k nur modulo f ankommt. 
Nun folgt aus der für nicht ganzes x gültigen Fourierdarstellung (Nörlund [7], S. 65) 
1 4 P} 4 (eds a e-2=ien) 


2 a 
Pı(a)=— 2 —, sin2anı = — z7 nn 


n=L1 


als explizite Darstellung für log n,,,(?): 


4,16) gm) = HT; 


” mg IR zir(m +) n 
(1, 17) log n,,1(?) = nitP, (*) — ZZ - ze r (m+ 7) 


m=0On=1 n 


amt 2uir(m—) n 
BE, ’ fürO<g<f. 


ie 


m-in=1 n 
Aus (1, 16) und (1, 17) ersieht man, daß über (1, 11) hinaus sogar 
(1, 18) log n_,(?) ar log N,,(?) 
gilt. Wegen (1, 15) können wir uns auf 0 < g < f beschränken. Für g = 0 ist (1, 18) klar; 
für 0 <g<fist auch 0<f—g<f und wegen P,(1 — x) = P,(r) folgt aus (1, 17) 
log N_.,—n(?) un log 1_.,—n(?) - log 2,9). 

Da wir log 0,.(®,, ®,) im dritten Teil als Logarithmus der Produktdarstellung (1, 12) 
erklären werden, brauchen wir ihn nicht durch Reihen zu definieren. 


5. Als Modultransformationen bezeichnet man Transformationen 


(4,19) Au mn ( .) (23) mit a,b,.c,d.ganz und ad — be mA, 
@ ce d/\o 


Nun kennt man das Verhalten von log n(r) bei Modultransformationen (1, 18), d. h. bei 


‚_u+b 7 r i 
Vz 2° Es ist nach Dedekind [1], Rademacher [8]: 


1 
(1, 20) log n (2) = log n(r) + (sgn ec)? - 5 log (cr + d) 


an für ce =0 


ai sen e(sta, c) + 4)) für c + 0 
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Hierin bezeichnet 
(1,21) ak (( 
a mod c 


die gewöhnliche Dedekindsche Summe; dabei ist 


(1,22) ((2))= Pı(a) + 7 ö(2) = ” —[2]—} = Br x 


Für die Funktion log n,,.(7) behaupten wir nun die zu (1, 20) analoge Transforma- 
tionsformel, den 


ar+b 


Satz 1. It ! = no 


sind a,b, c,d ganze Zahlen mit add — be = und ist 


d —b 
c a 


GM=@h( | )dhen=@,Mm(t .). 


so gilt 


ze 7 ” für c= 0 
log Ny,#(%) = log n,.(d)+ ( 
zei 


F )—2 sgnc 's,,,(a, 0) fürc #0. 
Hierin ist 


1,3) „ul,)= Z (+24) ((2+%)) 


u mod e 


die bei C. Meyer in [5], [6] zuerst auftretende verallgemeinerte Dedekindsche Summe; 
auch bei diesen Summen kommt es auf die Parameter g’, h’ nur modulo f an, offensichtlich 
ist S,0(Q, €) = S(a, c). 


II. Beweis der Transformationsformel für log n, „(?). 
6. Wir beweisen zuerst den Fallc = 0 des Satzes 1. Dann ist a = d= 7 4 und daher 


"147, E=d=Fgh-ag= rl 


Wegen (1, 18) ist dann 


1 b b 
log ” #0,+(-%,) (’ +7) = log "ao (? +7): 


Pe (4 - 4) Pe (7 + 2) (m+ 9) u Kar: au(e + f) 


Infolgedessen ist, wie aus (1, 16) und (1, 17) zu ersehen ist 
i i b 
log n,,» (€) = log n,,,(7) + ziP, (#) z® 


7. Um die Transformationsgleichung für ce + 0 herzuleiten, benutzen wir die schon 
erwähnte Methode von H. Rademacher aus [8]; wir setzen vorerst c > 0 voraus. 
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Wir bilden dann für0 <gs} 


ii - aitn (m +2)n 
(2,1) een 


m=-0n=1 


Nach Rademacher [8] setzen wir 














iz d 
(2, 2) "ur ara Rlz) >0 
und ändern die Summation in 
(2, 3) m=pe +u p=0,1,... u=0,...,c—1i 
(2,4) n =qcd-+ v g=0l,... Eher 
Dadurch haben wir 
iz d 1 1 mir 4 BR) 0... 4 —2ate(p ++) (e+Z) 
F Den ae A te e ef e ef ef } 
fe :) 2 S ft» 
Hierin wenden wir die Mellinsche Formel 
ori» 
-—Z 1 —s 
(2, 5) du. = f I(s)x ds o>0 
oe—i» 
an und bekommen für F, , (© -- £) 
A Die o+i® 
c—1 cf en . “un - 0. © . 
Er set )iz f a asır sohn 
u=0v=-1 4 8 +1 San =. yh 
(Any en (p+ +) (a+Z) 
o—io 
Man nennt nıach Hurwitz 
r goirs, 
(2, 6) 6s)= Zn rar 0<asiı, Rs) >i. 


Für0O<gsfundu=(0,...,c—1istO0 er3 S1;fürv=1,...fit0< zZ St. 
Daher hat man 


a d 
(2,7) F,n (=-2) 
 e-ı k uni (4 HZ) x T(s) u g v 
= ____ e ef — Bu En — .i 
ER [ war birgt) 
o—i®n 


Nach Hurwitz hat die Funktion £(s, a) die folgende Eigenschaft (Whittaker-W atson 
[12], S. 265ff., Titchmarsh [11], S. 37): Für R(s) < 0 ist 


2T(i—s)/. ns °, cos2nal ns °” sin 2zal 
Ss, aq= en (sin 72 "77 + 008 7 z a). 


#18; 
Für a : + cf ist daher mit 








in 





WA 
> 


‚ds. 


itson 


Ari(cf)? u=0 Ur 
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(2, 8) l=rf+i r=0,1,... Ami,...,cf 
2) (+2 ) 


+ z ; sin 2m (# +8) 2(1-s Fr 


Wegen der analytischen Fortsetzung gilt diese Gleichung für beliebiges s. Setzen wir dies 
in (2, 7) ein, so bleibt wegen 


I) FA) = —— = = 
 sinns sin ©. ns 
008 - 





o+i» 


L v 
ih ae med )efirns 
1 ee - 2miv (A yo con 2 (#48) f cf ( 7), 








2° cos 4 
2 


o—i® 


o+rio A 
* ii ie (1-05)? (1+s, u), 
ar y 5; z. ame (TE Free sin 2m ( + 5) [ cf cf 


Ani(ef)* u=0 4» ef 








.. {iB 
z’sın — 
o—io 2 


In dieser Darstellung kommt es nur noch darauf an, daß u über ein volles Rest- 
system modulo c läuft; infolgedessen können wir in (2, 10) g und k um Vielfache von f 
ändern. Wir definieren daher F, „(r) für beliebiges g, indem wir gauf 0 <g < freduzieren 
und dann (2,1) für dieses reduzierte g bilden. Wir bilden nun nach dieser Vorschrift 
F_,-n(?). In der Summe 


(2, 411) G,.(?) ba F,»() + Pin -.(?) 
kommt es wieder auf g und h nur modulo f an. Für diese Funktion hat man dann die aus 
(2, 1) folgende explizite Darstellung 
für g = 0 (mod f) 


2,12) G ER he i 
( ’ ) ,,(?) Fe: 1 air Amilm+ 7)» + Es: ern 2nir(m— )n 


fürg #0 (mod fJ, d.h.0 <g<[f. 











Die Darstellungen (2, 10) für F, a und F_,-ı (2-2) geben anderseits 
bei Beachtung von 
BT du , d—ch . —dyu dg —ch 
3-42 ma 7) cos 2m (# + Z)+e e I 7) 00222 (#—£,)) 
„mode c cf 





=2 5 con 20 (+ s— **) 000 2m (4 +$,) 


„mode cf ef 
6* 
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du dg—ch 


_omirf ey za „= 
( (im 22 (ers) +77 in m (5) 
c cf c cf 














zig, i du  dg—ch\ . u g 
=—2i 5 sin mv (* 4 ) sin 2m2 (# + £) 





„mode cf 
zusammen 
iz d 
2) ul) 

o+io pi y\ 

e 2et1—s, — Il +s,— 

5 4 e—1 1,...c du dg ch u g ( ; 7) ( ar] 
= Trip ‚2 z cos 2rv (** + u Bi .) cos nA (# +$) — 

2° 608 -— 








2nf2c® u=0 4,» cf us 
2’ sin — 
o—i» 2 
8. Wir führen nun die Transformation 
(2, 14) s>—s u>au mit da—bce=1 


durch; weiterhin führen wir wie in Satz 1 

g=de—ch, "= —bg+ah 
d.h. 

g =ag’ +ch,h =bg' + dh’ 


ein. — Die g, h transformieren sich kontragredient zu den ursprünglichen w,, @,, so daß 
go, + hw, invariant bleibt. — Dann erhalten wir für (2, 13), wenn wir noch A und » ver- 


tauschen 


(2, 15) G; (* Fri =) 


4 e—1 1, 
- P} zE "000 222 ( +5) 


fee u=0- Ar 
—o+io y A 
—ag ee) il N a) jr) ds 





cos 2m» (== —e+ 


d 2-°co8-- 
—0—io 2 
4 e—11,. u g' 
2 2nf?c? E 3 in ann (# € +5) 








. —au  —ag'—ch' 
sin 2m ( E + Pr ) 


—- 0 —io 2 








wo 


Hie 


und 


gilt. 
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ige 
Dies ist aber nun, bis auf den Integrationsweg, die Darstellung (2, 13) für G,, „ ( + =) 


‘ 


und, wenn wir g’ auf 0 <g’ S f reduzieren, gilt dafür eine (2, 12) entsprechende Darstel- 
lung. Wir verschieben daher den Integrationsweg um + 20 und haben dann 


(2, 46) Ge Sn) TE E- + =) yüni 2 Reeiheen! 


c e e 


da die Integrale auf den Geraden — o— ioo nach +0 — ioo und —oa-+ iioo nach 


a ns j 
+ 0 + ioo wegen der Nenner sin cs bzw. cos un verschwinden und die Pole in nega- 


tiver Richtung umlaufen werden. 

Zur Bestimmung der Pole müssen wir o festlegen. Durch die Mellintransformation 
trat Z(s, a) als Reihe auf, wir müssen daher o > 1 verlangen; es wird sich zeigen, daß 
1<0o<2 passend ist, da sich die Residuen für | o | > 2 gegenseitig wegheben. 

Die Funktion {(s, a) hat die weiteren Eigenschaften (Whittaker-Watson [12], 





$. 265ff.): 
£(s, a) ist in der ganzen Ebene mit Ausnahme von s = 1 regulär, hier gilt 
a 7 a Pe 
(2, 17) Ss, a) "r —4 T (a) +(s -1) w(s—1), 
wo w(s — 1) in der ganzen Ebene regulär ist. Weiterhin ist 
Ba+ı(a) > < 
(2, 18) BT mZ20,0<asi. 


Hierin ist wieder B„(x) das m-te Bernoulli-Polynom, für das 


(2, 19) Bun(z) = (— 1)"Bu(1 — 2) 
und 

(2, 20) Ban+1(0) = Ban41(1) = 0 n=1,2,. 

(2, 21) B()=— Bll)=—4 
gilt. 


Wir bestimmen nun die Residuen der beiden Integrale in (2, 15) getrennt. 


9. Der Integrand des ersten Integrals in (2,15) hat Pole erster Ordnung in 
s=f(2rn+1),n=0,1,.... Das Residuum beis =2n + 1 ist 


4 c—11, u g' au g 
IE al Gr ed ı 
a n+1l,2n+1, v 4 
(—rtiz e(2n +2 (2.2). 


re (2,18) und (2, 19) ist nun 


james Get) em (£r ale) 


i=1 
1 


Se) (un a): +Bmnli-g)) 


1 _f-4 fürn=0 
art Bauılt) = { 0 sonst. 
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Für s = 3,5,... heben sich also die Residuen weg; für s = 1 bleibt 
1 zZ g' v 
m a Zr) el) 


Nun folgt aus (2, 9) fürs = —1 


1 
IR Zoos 2m (# = - 


Weiterhin gilt (Nörlund [7], S. 21) 
e—1ı 
(2, 23) 2B.(.+2)- a) 
„=0 c 
Infolgedessen wird das Residuum (2, 22) 
»,8\__2.Bl2\- 2.2 
am alter). 
da0 sg< f ist. Entsprechend erhalten wir für negatives s als einziges Residuum für 
s=—lIi 


(2, 25) 


10. Ins = 0 hat der Integrand des ersten Integrals in (2, 15) wegen (2, 17) einen Pol 
zweiter Ordnung, sein Residuum ist 


1 c—11,...cl 
(2,26) a 3 B> 008 Ana (4 = i 


2 ic? „ =-0 4» 





de) re 


Nun ist bei Benutzung der Funktion ö(z) (vgl. (1, 8)) 


c—1 
(2, 27) EZ cos 2na = =c:ö (-)- 


k=0 c 
Infolgedessen ist (2, 26) null, wenn g und g’ #0 (mod f) rn Ist g' =0 (mod f), so ist 
h' = (0) (mod f) und wir haben den Ausnahmewert u = 7 (mod c) der inneren Summe 
von (2,26) zu beachten. Für ihn wird die innere Summe wegen (2, 27) und,dag = ag’+ ch’ ist, 


Ta_r 
ef ef N ge i 
- E cos2nv ® f f — logz 


Im? I, ,Z, f r(z) r(Z) 


ef 
cf 7 
(2, 28) = dat 5 cos 2nv 5 


v-1 





Nun gilt die Reihendarstellung (Whittaker-Watson [12], S. 247): 


Fiou |  ( 1 1 ) 


T(a) ımZz n+a n+i 
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hierin ist y die Euler-Mascheronische Konstante. Dann wird (2, 28) 
= 1 1 
cos Arch’ cos 2rh' P} _- i 
 2n 242 FT 1724 2 alu +) 


Die rechte Seite konvergiert absolut, daher können wir die Summationen vertauschen; 
es bleibt wegen (2, 27) 





cos 2h’ - 
BR e An k x Su B.. 
27 6osmı tod 2ni aeın ah 


Einen entsprechenden Wert erhält man für den Ausnahmewert g=(0 (mod f). Daher 
wird die Summe (2, 26) 


2,20) —5 (&) e 


st 
f Mlna=ı RN 


Für g= h=0 (mod f), den Fall, den wir ausschließen wollen, ergibt die Summe (2, 26) — - logz, das 
Glied, um das sich die Transformationsgleichung (1, 20) für log 7(r) von Satz 1 unterscheidet. 


11. Der Integrand des zweiten Integrals in (2,15) hat Pole erster Ordnung in 
s=#f2n(n=1,2,...), sein Residuum für s = 2n ist 


zo 2, 2 And (6 +) in2e ( +8). e team 2(t+2n, z)e (1 —2n, 3). 


Nun ist wieder wegen (2, 18) und (2, 19) 
w e Fi 1 
zu 2m1(# +8) (en) 7) = ag Zn 2m (# + & Bu(z ,) 


fe (en) 


Entsprechendes gilt für negatives 2n. Daher bleibt nur das Residuum für s = 0 von 





—ı ‘ 
(2, 30) 5 ER . z 2’ Zein2uı(# +&)e(1-3)- 


u=0 i=1 
sin — 
5; 


Zuin 2m (#48) (145, 7) 


v-1 


zu bestimmen. Hierin sind die beiden hinteren Summen für s = 0 regulär, denn aus (2, 9) 


folgt: 
Zuamfe+f)efind) 


SAH 
> &(#+8) .. 200 2m1(#+8&) (1-55), 


2IU—s) cos 5 a-1 
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und entsprechend bei Benutzung der Abkürzung {u}: 
(2, 31) {u} =u(modi) und O<{u} si: 


Zu (rl) er g}eliren) 


a ann + 5) tie” - Fein (#4 &)elı+s, a). 


2IlA+s) cos Z- en 


Bei Beachtung von (2, 18), £(0,a) = — P,(a)=—(a—[a]—}) und (2,17), (2, 27) 
werden die Potenzreihen für beide Summen in s = 0 


Zuin 221 (2 + &)c(ı-=5) - a4 (3— (#4 &)+ (# + &))+st.24 


1 
2 
Ziin2ar(# + &)r(1+s, ir + ler) 


v‚-1 


Folglich wird das Residuum von (2, 30) 


(2, 32) z( “+5)-3-30(&+ i)) 


u=0 


-,2, (65) (=)- 2 ze NE) 


die schon erwähnte verallgemeinerte Dedekindsche Summe. Damit haben wir alle Residuen 
bestimmt. 


12. Die Gleichung (2, 16) und die Residuen (2, 24), (2, 25), (2, 29) und (2, 32) geben 
zusammen 
d iz a nz! £ . 
reg) Arterien 


2: 2mitn 1 u | (£) 4 2m ..—- 
+37), 2 + 30), ze "+ 
Wir führen nun wieder wie in (2, 2) 


d 


IT m— —— 
und dazu entsprechend 
(2, 33) 
ein, die miteinander durch 
(2, 34) 
verknüpft sind. Dies ergibt 
ed zit BR RN ® r 
— (£) 327 = (e !+e ! a —6,,(T)+air'P, (£) 
n=1 
mit n 


er, . ) —6G,,(T)+airP, (4) 


i (* p,($) 4 = P,(£) — 25, ,»(a, 0). 
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Beachtet man nun die Darstellungen (2, 12) für G, „(r) und (1, 16), (1,47) für log n,,„(T), so 
haben wir 


e ‚[d a y 
log N, v(T) ng log ,,»(?) + ai (< P, (£) + = P, (£) — 25,,x(a, 0) 
für positives c hergeleitet. 
Für e < 0 stellen wir diese Transformationsgleichung für 
"= —lg—chh=—g, = —(—b+ah=—h 


' .[d 
log n_,,_(T) = log n,,,(r) + mi (* pP. 
Nun ist log N_,,—r(T) pa log Ny.w(t) (4, 48), P, 


s_,.-»-,—)= zZ (e-* 


„mod |e| c 


(era) (eä)- 


wegen der Symmetrieregel ((— z)) = — ((z2)). Damit haben wir für ce < 0 
log n,,1.(7') = log m(r) + ai (< P.(#) + P.($) +25,..40, 9) 
und infolgedessen Satz 1 vollständig hergeleitet. 
IH. Das Transformationsverhalten der Funktionen log o, ,(w,,@,) und o, ‚(w,,%,). 
13. Um nun die Transformationsformel für log o,,(®,, @,) aufzustellen, erklären 
wir die Differenz log o, „(®;, ©) — log o,,(®,, ®;) wegen (1, 12) durch 


(3, 1) log 0,,(@], @;) re log 0,,1(®1, @s) 


=log(er +d)+ai (7 (&-1) 4 (51)—2 DR: (7) ee DR: (7) 


+ 108 n,,”(7) — log n,1(7) — 2log m(r’) + 2log n(r). 

Hierin ist wieder 

(3, 2) [2])o = #2] — I— 2] — 1) = [2] — #6(2), 
wenn wir erneut die Funktion ö(z) aus (1, 8) verwenden. Weiterhin verstehen wir unter 
log(er + d) den Hauptwert mit —r < $(log(cr + d))< + z, unter log n,,(r) die De- 
finition (1, 14) mit (1, 15) und unter log n(r) die Definition (1, 13). 

Dann ergeben die Transformationsformeln (1, 20) und Satz i den 

Satz 2. Ist (2) Er ( ı) (2) und (g', h') = (g, h) 1% .) ‚ debüi a, d,c,d ganse 


Zahlen mit ad — bc = 1, so gilt 


log (or =) = log 0, ,(®,, ®,) 
El UEtUR: 


für c=0 


)—2 san e(9,.x (a, e) — s(a, 9-3) 
für c +0. 
7 
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Hieraus läßt sich nun leicht das bekannte Transformationsverhalten 


(3, 3) Oy,n (0, ©) = 0,,,(01, @;) 


der Kleinschen Funktion folgern, das von F. Klein aus allgemeinen Untersuchungen der 
o-Funktion hergeleitet wurde [3], [4]. 


14. Bekanntlich läßt sich die Modulgruppe aus den Substitutionen 


414 0 —i 
s= (5 ,) und T-(j 0) 


erzeugen, wir brauchen daher die Richtigkeit von (3, 3) nur für diese beiden Substitutionen 
aus Satz 2 zu folgern. 


Für $ ist (g’, h') = (g, k— g); nun ist wegen (3, 2) 
Bl) 
AR) 


und der zweite Bestandteil verschwindet, da für g=0 (mod f) P, (>) = P(r) ist. 


Zur Berechnung der Einheitswurzel in Satz 2 haben wir daher 


a TE En) 


zu bestimmen; das ergibt 
log 0,,_,,(®; + ®2, ®,) 
= ten on +2 (7) +2 15] (| 
d.h. für M = $ gilt (3, 3). 
Für 7T haben wir (g’, A’) = (— h, g). Nun ist entsprechend (3, 2) 


5. Fr Mar ROM u 3 Pan 4» aa a 
Weiterhin ist s, (0, 1) = | (4) (3) und 


())= 2 —[2]—4+ 362). 


Zur Bestimmung der Einheitswurzel in Satz 2 setzen wir diese drei Beziehungen ein und 
haben dann 
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zu berechnen; die Ausrechnung ergibt 
PER h 
log 0_,,(— @,, ©) = log 0,,n(0,, @,) — 2ni # (7 + ) b 


d.h. auch für M = T gilt (3, 3), womit wir es vollständig bewiesen haben. 


IV. Eigenschaften der verallgemeinerten Dedekindschen 
oder Meyerschen Summen s, ,(a,c). 


15. Die in der Funktionalgleichung auftretenden verallgemeinerten Dedekindschen 
Summen 


na z (er) ler) 


sind zuerst von C. Meyer in [6] näher untersucht worden. Für g= h = 0 erhält man die 
gewöhnlichen Dedekindschen Summen 


nr meanzlle)l(e) 


Die verallgemeinerten Dedekindschen Summen treten in der Transformationsformel für 
log n,,„(7) nur für teilerfremdes a und c auf, da ad — bc = 1 gilt. Wir können die Defini- 
tion (4, 1) aber auch für beliebiges a, c gelten lassen, dann gilt das 


Korollar. s, „(ag, cq) = s,,.(a, €). 
Beweis: Mit v= yc-+ u, ymodg, „mod c ist 


DE 17 sn *)) \n e a) 


- HS 3 ((7+4(&+5)))- mn. 


„mode c cf ymodg q q c cf 


wegen der bekannten Beziehung (Hilfssatz 5 des fünften Teils) 


z (++#)) = ((2)). 


„mode 
Wir können uns daher unbedenklich auf teilerfremdes a, c beschränken. 


16. Um nun Eigenschaften der verallgemeinerten Dedekindschen Summen herzu- 
leiten, stellen wir die Transformationsformel, den Satz 1 für die drei Modultransforma- 
tionen 

AT, + b, 
CT, +d, 
_%n+ b, 
Gr, +d, 
_ Mt + b, 
Ct, +dı 


d, — = 


Cz3 az 


d, — .) 


cz a; 


mit (Gh) = oh) (_ 


(4, 3) mit (Eu) = (Eh) (_ 


mit (gu A) = (Su hı) bee 


auf, die also durch 
a; b;\ (a, e. & ei ;” (& 1) 
gi Eee 
verknüpft sind. Wir haben dann nach dreimaliger Anwendung des Satzes 1 


Sgn Cı 8,,n,(@1, €) + SgN cz S,,n,(@a, C2) + Sgn cz $,,,n,(@3, €) 


_ 4 facı + dıes (&) Ay + dach p (& QyCz + dat, P (&)} 
2 { CıCz Pı f * CC ’ f ) " Cala ’ ty 
7* 
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( d; —b, ie (* 2) (7 r) 
— (3 a) \od ‚c di) 
d.h. es ist 


(4, 5) —G=46%+ dc 


Nun folgt aus (4, 4) 


und entsprechend 

(4, 5') —4=1,6+d,c — G=40C+d,t;. 
Setzen wir dies oben ein, so haben wir 

Satz 3. Sind drei Modultransformationen (4,3) mit nicht verschwindenden c,, Ca, €; 
nach (4, 4) verknüpft, so gilt 


sgn Cı S,,n,(@1, €) + SgN Ce Syn, (@gr €) + SQN cz S, n,(Qg, 65) 

Mus 1 cz 81 es_ 

y 2 (2a P, (*) + CaCı P, (# 
Dieser Satz gilt natürlich nur für g, A; #0, 0. 


17. Um aus Satz 3 Folgerungen zu ziehen, stellen wir ihn für die speziellen Trans- 


formationen 


a BIT 2 


auf; dazu sollen die Parameter 
(81, h,) ur (8, h), (82 h,) u (h, ge), (83 h;) > (ag + ch, bg + dh) 


gehören. Nun ist 


(4, 7) Sgoh, (a,,c) = Sn-g (0, —1) = ((- #)) ((- 
Weiterhin gilt 


Hültssatz 1. Ist (d,W)=(g,1) ( © 


c 


er! mit da—be=1, so gilt 


Sy,n(@, c) . $,, n(d, c) 
Beweis: Wegen g =dg— ch und g=.ag' + ch! ist 
4 ’ h’ ‘ 
ul) = Z (+ + =) ((£ + &)) 


amode 


a(le + N) a9))-unin 


umode 
Infolgedessen ist 
(4, 8) Sun, (Qp, C2) = S,, (da, 6) = $S,,(C, a). 
(4,7) und (4,8) ergeben zusammen das Reziprozitätsgesetz, den 
Satz 4. Ist (a,c)=1 und g,h=#0,0 (mod f), so gilt 
sgn c s,1(, €) + sgn as, „(c,a) 


"(EEE ) 
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Dieses Gesetz entspricht genau dem Reziprozitätsgesetz für die gewöhnlichen Dede- 
kindschen Summen (4, 2) 
a 


_ 


€ ac 


(4,9) sgnes(a,c) + sgnas(e, a) = smac+ 15 ( 


es genügt wie dieses, um die verallgemeinerten Dedekindschen Summen mittels eines 
Kettenbruchverfahrens zu berechnen, wenn man noch die folgenden Hilfssätze beachtet: 


Hilfssatz 2. s, „(a, — c) = s, _,(a, c) = s_,„(a, e), 
S,,n(l— a,c)= — S„—n(a, )=— _,,(@, e). 


Hilfssatz 3. s,,(@a + Ac,c) = 5, „+ n(4, €). 


Hilfssatz 4. s,,(0, 1) = (()) (A): 


Die Beweise folgen direkt aus der Definition (4, 1). 


Im fünften Teil geben wir für das Reziprozitätsgesetz einen rein arithmetischen 
Beweis, der nur die Darstellung (4, 1) benutzt. Eine andere Methode, die verallgemeinerten 
Dedekindschen Summen zu berechnen, werden wir im sechsten Teil kennenlernen. 


18. In meiner Arbeit [2] habe ich gezeigt, daß aus dem Satz 3 dort entsprechendem Satz 1’ 
4.424) 
15H GG 7 Gi 
die beiden folgenden Verallgemeinerungen des Dedekindschen Reziprozitätsgesetzes (4, 9) folgen: 
„Sind p, q, r paarweise teilerfremde, positive Zahlen und p',q’,r' Lösungen der Kongruenzen pp' = 1 (mod g) 
qq = 1(modr), sr’ =1 (mod p), so gilt r 


51 
(4, 10) sp, + sr, +sm,d=--7+t75 (& + 2 r 2 r 


1 1 
SEN ©, 8(@1, €) + SEN 02 8(Qy, €) + SEN Ca 8(Qy, 6) = 7 Sen(c1%a6s) — 75 ( 


und 
„Es ‘seien p, q, ti positive ganze Zahlen mit (p, q) = 1; d beliebig mit (d, i) = (q — pd!, t) = 1 und 
dd!=1 (mod t). Dann gilt 
1 


41) Sad + RM — + (# + $ + =) al 


(4,10) stammt von H. Rademacher und ist von ihm zuerst in [9] hergeleitet worden. Man bekommt (4, 10) 
und (4, 11), indem man den Ansatz 


(4,12) 4=pA,3 =, seen) =lnmM=1 
in (4,5) und (4, 5’) einsetzt. Dann folgt 

(4, 13) Par tig, -g=mptdr, -r=ag+ dp. 

Die Auflösung von (4,13) ergibt dann für {= 1 die Rademachersche Verallgemeinerung (4, 10), für r=1 da- 
gegen (4, 11) als Folgerungen des oben zitierten Satzes 1’. 

Nun sind in Satz 3 die Parameter g,, h, nicht frei wählbar, vielmehr hängen sie nach (4, 3) zusammen. Löst 
man nun (4, 13) nach den a; modulo p, q, r auf, so ändern sich wegen Hilfssatz 3 die Parameter h,. Es gelten also 
auch Beziehungen der Art (4, 10) und (4, 11), bei denen jedoch die Parameter in so komplizierter Form zusammen- 
hängen, daß wir sie hier nicht formulieren wollen. 

19. Stellt man, wie das C. Meyer in [6] tut, die Transformationsgleichung der Funktion log n,,,(r) für die 
Transformationen 

0—1\/-d e\/0-1 ab 
(4,14) (i 0) ar (i = a) 
auf, zu denen die Parameter rechts 
i d—b 
Wr), .) 
und links (von links) 


01 


em=R-n(_10 m-N=-a9(I} 25 on 


» Ich > = ah|_ 10 
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gehören, so hat man 


— 25,0, y-zR(F)- 5 A(F) Beni. (40) -2%_,,0,0 


= . P(4) + = P, (£) — 2sgn ce 8, „(@, €), 
oder bei Benutzung der Hilfssätze 2 und 4 
(4,16) sgnes,„(a,c)+ sgn b s,. „(d, b) 


AI AND) Here) 


Beschränkt man sich auf die Matrizen mit 


ab 10 
ea)” (01) (man. 
die Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe, so ist g’ = g (mod f) und h’ = h (mod f) und (4, 15) bekommt die einfache 


Gestalt , 
(4, 16) sen es, „(a,0) + sgnds, ,(d, -enl)+eerle). 


eine Formel, die von C. Meyer in [6] analytisch und arithmetisch hergeleitet worden ist. 


Die Formel (4,15) stellt keine über das Reziprozitätsgesetz Satz 4 hinausgehende Aussage dar, vielmehr 
läßt sie sich aus diesem folgern. Um dies zu zeigen, stellen wir das Reziprozitätsgesetz für a, ce und g’, h’ auf; dabei 


ist wieder 
d—b 


c a 


em=-on( ,) wm @m=M (ea). 
Dann ist ; 
un mem (AH) RN) 
Nun gilt analog zu Hilfssatz 1 
(4, 18) (0) = — 8, _,0,0) (d-b=1). 


Wir stellen daher das Reziprozitätsgesetz auch für b, a und g, — h auf: 
(4,19) sgnas, _„(b,a)+ sgnbs_, ‚(a b) 


Nach Hilfssatz 1 ist Sri (9) (A)+ AH P, (F) + 


(4, 20) s_, 0b) 8%, (d, b). 
Addieren wir daher (4, 17) und (4, 19), so bleibt wegen (4, 18) und (4, 20) 


TR) 
TRESOR En 


AI) RIN +? 


dabei haben wir wieder ad — be = 1 benutzt. 


V. Arithmetischer Beweis des Reziprozitätsgesetzes für die verallgemeinerten 
Dedekindschen Summen. 

20. Um nun das Reziprozitätsgesetz, unseren Satz 4, arithmetisch aus der Definition 

der verallgemeinerten Dedekindschen Summen 
h 
(5,1) OROOE BA er (+5) 
„mode f ef 

ohne Benutzung der Transformationsgleichung für log n,, „(7) herzuleiten, führen wir die 
Hilfssummen 


(6,2) Sa) = z Pr + Rn (er) 


amode 
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ein; dabei ist wiederum 

(5, 3) P,()=2—[2]l—} 
die periodische Fortsetzung des ersten Bernoulli-Polynoms für 0 < x < 1; mit ((z)) be- 
steht nach (1, 22) der Zusammenhang 

(5, 4) ((2))= Pı(z) + 3 ö(a). 


Benutzen wir nun in diesem Teil die Abkürzung 


GM=@n(,,),d4h@m-GMm(_T .): 


c a 


so hängen wegen (5, 4) unsere Hilfssummen (5, 2) mit den verallgemeinerten Dedekind- 
schen Summen folgendermaßen zusammen: Es ist für g, h # 0, 0 (mod f) 


BEER BET EI EI ERULIGEIGE 
Entsprechend: 


ERS BEIDE ET BET LIETNR 


Für die Summe beider Ausdrücke findet man daher 

(5,5) S,„(a,c) + 5, ,(c,a) = s,„(a,c) + 5, ,(6,a) + P, (£) P, (7) (3 (£) +6 (4) ) 
Für g=h=0 (modf), d.h. für die gewöhnlichen Dedekindschen Summen ist 
S,,0(@, €) = s(a,c) + 4 und daher 

(5, 6) S,,0(@, €) + S,,0(6, a) = s(a, c) + s(e,a) + }. 

21. Bei dem nun folgenden Beweis für das Reziprozitätsgesetz setzen wir 


(5, 7) 0sg<f,osh<f 
und vorerst 
(5, 8) a>0,c>0 


voraus. Zum Beweis brauchen wir dann den folgenden 
Hilfssatz 5. Er ( #+ *) = P,(z). 
„mode c 


Beim Beweis kann man sich wegen der Periodizität von P,(z) auf OS x <1 be- 
schränken und u von 0 bis ce — 1 laufen lassen. Dann hat man 


c—1 c—1 mE. | 
En (er) Zlete hetzt re tern 
u= su=0 


Wir bilden dann für positives a, c bei Benutzung von Hilfssatz 5 
ch 
S,n(@, c) + S4,,(C a) = 2 P, (= ag + ) P; (# + 3) 


„mode 
+ zP(O + Te\n(+ 


vmoda f 


c—1 a—1 
=, 2 P,(# +24 le +5) 


u=0 v=0 acf 


c—1 0—ı y g h 
- 2 zp(# +47) (&+2+547 


af f 


su=0 +,=0 
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Das Glied P, | “s 7 er) rührt von dem Bestandteil — Hin der Definition von P, (x) her. 


Unter erneuter Anwendung von (5, 3) erhalten wir 


(5,9) S,.(a, 0) + S,,(,0)=—P, (* + Ei 


f 
+2 z{(# +44 5 + F)- (E+2+&+ 


un=0v,=0 


53) 


Um diese Summe zu bestimmen, betrachten wir 


(5, 40) z al +3*). 


Amodae au act 


Da (a, c) = A ist, durchläuft au + cv ein volles Restsystem modulo ac, wenn u modulo c 
und » modulo a läuft. Daher ist (5, 10) einerseits 
ce—1a—1 
22 pr(£ 
u=0 + =0 
-2 z[(#+24+&4 
u=0,v=0 a ef 
c—1a—1 


Die hierin auftretende Summe 


c—1l1a—1 
Sy [e 


u=0r,=0 


läßt sich einfach bestimmen: Da [£ ur: a ef +] für0 Svo<a, Osu<ce, 


0 <g,h< {nur die Werte 0 oder i dar kann, können wir den Exponenten 2 durch 1 
ersetzen. Dann ist 
e—1a—1 h 
z2| ”< er, +77] 
“ 18. mSı 1 TE | h 
a llerstsr a) letter) 
ne ac ag+ch 
Erler) 


su=0 r=0 
Setzen wir dies in (5, 11) ein, so erhält man für die Summe (5, 10) 


c—1a—1 


6,12) 2 2 ee 


»=0r=0 
ertr)- 
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Andererseits läßt sich die Summe (5, 10) leicht bestimmen: Setzt man wieder 
G=ag-+ ch, so wird (5, 10) 


re ne) 


RER) 


un ee) 


Die Gleichheit von (5, 12) und (5, 13) ergibt dann 
c—1la— „Rh 
For +7+ er Ar (6 ++ ara)ler ur; 4 +] 
2 a, Ir ag + ch 
Benutzen wir diese Identität in (5, 9), so erhalten wir damit 
c—-1la—ı 2 
5,.(@, 6) + S,,(6, 0) = 2 2 {3(#+2 +54 4) - (#+2+$+5)) 


u=0r=0 € 
1 ag+ch 
Het zer / )- 


Hierin lassen sich beide Summen trivial berechnen, es ist 


Ele) 


a 
(erieg) 


jerun(p)eanfg)etnfpe 


»=0 v=0 


»=0 ı=0 


Setzen wir dies beides ein, so bleibt 


(5, 15) S,.(a, c) + S,,(6 a) 


np) (En) ene)) 
Beachtet man nun (5, 5), so folgt daraus wegen P,(x) (1 —&z))= ((z)) für g, h # 0, 0 
(mod f) 


(5, 16) 8,,n(@, c) + S,,0( a) 


[[£ z))+3 (SP ( A.(etah\, cp [(h 
-(H)l)+3le> rar )+z7>(7))- 

Yu > Burke gi ne 
DECO en +44 *). 

d.h. das Reziprozitätsgesetz für die gewöhnlichen Dedekindschen Summen für positives a und e. 

Journal für Mathematik. Bd. 201. Heft 1/2 8 
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22. Um das Reziprozitätsgesetz für die verallgemeinerten Dedekindschen Summen 
auch für negatives a bzw. c herzuleiten, beachten wir die nach Hilfssatz 2 bestehenden 


Relationen 
(5, 17) 8,,n(@, )=— 7 a,c)= $,_,(4, —c) = — 8,1(l— 4,—.c), 
(5,18) ,,,)= s_,,l, —a) = —s_,,-6a)= — 5, ,(—- 6, — a). 
Ist dann etwa a<0,c > 0, so stellen wir (5, 16) für — a, c und g, — h auf und erhalten 


EN ae 0, ec) + s_,,(6 en a) 


(H)(O)-4: 


oder wegen (5, 17) und (5, 18) 


8,,n(@, ec) un 8,,0(6 a) 


(HA) ER) HER). 


Die Ableitung der beiden anderen Fälle verläuft natürlich ganz entsprechend und soll 
daher unterbleiben. 


ab 

cd 

23. Führt man nach H. Rademacher [8] die Größe 
b 


ab d 
6,1 & = 
(6,4) Co) 1 
c 


VI. Die Kompositionsregel für ®, , ( nebst Anwendungen. 


fürc=0 
— 12sgne-s(a,c) fürc #0 
ein, so ist ® ( .) eine ganze Zahl [8] und die Transformationsformel (1, 20) schreibt sich 


a 4 zi mi ab 
(6,2) logn(r)=logn(r) + (sgn ce)’ z log (et + d) 7 sgne + 17 o( 2): 
Entsprechend führen wir die Größe?) 
b p,() fürc=0 
(6,3) ® ( d\=6p- Ba 
’ "ale 2 4 d 


Do) re | 
ePlE)+ c Pe[d) 2sgnc-s,,„(a,c) fürc +0 


ein; dann schreibt sich die Transformationsformel Satz 1 
k j ni ab 
(6, 4) log Nr,n(T ) = log ,,n(?) 2 6% D,n ( 2) . 


Genauso wie ® ( .) ist ©, ‚le .) eine ganze Zahl. Für c = (0 ist dies klar, da 


. 
dann d= A ist und P, (4 & +7 höchstens den Nenner 6f? hat. Um dies 


auch für c 4 0 zu zeigen, multiplizieren wir das Reziprozitätsgesetz Satz 4 für g’, h’ mit 
12f2a2c: 


2) Unsere Definition (6, 3) unterscheidet sich von der entsprechenden Definition von C. Meyer in [6] um den 
Faktor 6f?. 
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12f2a?c :sgnc-s,,»(a,c) + 3c(2fa)? sgn a - s,,„(c, a) 
see n((f)) (()) Herrn) ern) ont) 


Nun hat s,,„(c, a) auf Grund der Definition (4, 4) höchstens den Nenner (2fa)?; weiter- 


hin sind 6f?P, (7) und 2f (2) ganze Zahlen. Daher ist modulo c 


12f2a?c-sgnc- s,„(a,c) =a®6f?P, (£) +abf?P, (4) (mod ec) 


oder nach Multiplikation mit d? wegen ad = 1 (mod ce) 


12f?2c-sgne-s,„(a,c) =a:6f? P.($) +d: sp P.(f) (mod c), 


womit die Ganzzahligkeit nachgewiesen ist. 


Stellt man die Transformationsformel (6, 2) von log n(r) für 


_ [as b;\ _ [a 5% a, b\ _ 
(6, 5) ur (e .) x e .) (e .) ade 


auf, so gilt nach H. Rademacher [8] die Kompositionsregel 
(6, 6) ®(M,) = ®(M,) + D(M,) — 3 sgn (c1c3C;) . 
Stellen wir entsprechend die Transformationsformel (6, 4) der Funktion log n,,(7) für 
M,= M,M, auf, so gilt der 
Satz 5. Sind M,, M, Moduliransformationen, g, h = 0, 0 (mod f), so ist 
®,.(M;M)}) > P®u.nu;:(M3) + ®,.(M)). 


Wir wollen für die Kompositionsregel Satz 5 einen arithmetischen Beweis geben, der 
etwas anders verläuft, als die Beweise von H. Rademacher in [8] und C. Meyer in [6] für 
die entsprechende Kompositionsregel (6, 6). 


24. Bekanntlich läßt sich die Modulgruppe aus den Substitutionen 


0—1 
) und T= ( 1 0) 
erzeugen. Da 


(6, 7) DM) ar D,.(M) und ®_,-.(M) an D,.(M) 


ist, können wir uns auf die engere Modulgruppe WM, d. h. auf die Faktorgruppe der Modul- 
gruppe nach dem Normalteiler {E, — E} (E Einheitsmatrix) beschränken. Führt man dann 


Le 
U=ST=(, 0) 


(I 


ein, so gilt 


und die engere Modulgruppe WM ist freies Produkt der von den Elementen 7 und U erzeug- 
ten Untergruppen der Ordnungen 2 bzw. 3, d.h. 
M = {E, T}x {E, U, U% 
(siehe etwa: K. Reidemeister, Einführung in die kombinatorische Topologie, S. 44ff.; 
8* 
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A.G. Kurosch, Gruppentheorie, $. 254ff.). Als Länge l(M) bezeichnet man die Anzahl der 
Faktoren 7, U, U?. Wir führen nun einen Induktionsbeweis für Satz 5 nach !(M,M,). 


Dazu benötigen wir den Sonderfall der Kompositionsregel, den 
Hiltssatz 6. Dunu-ı(M") = — „a(M)- 
Beweis: Mit der Bezeichnung (g, k)M-! = (g', h') ist nach (6, 3) 


2 Pı($) für c= 0 
d—b a *\f 
„(_. .) 6 2 B,[&)—Spe($)+ 2000-110) für c +0. 


Nun ist nach Hilfssatz 1 und 2 


S,n(d, wu c) u. s„—n(d, e) - Sy,#(@, e) . 


Setzen wir dies oben ein, so folgt sofort der Hilfssatz, denn für c= 0 glta=d= Fi 
undg'=7g. 


Unsere Kompositionsregel gilt also wegen ©, ,(E) = 0 für (M3M,) =. 
Folgen nun aus der Richtigkeit von 


(6, 8) ®,(M,M)) u Punuzı(M)+ ®,.(M)) 


für g,h & 0,0 (mod f) und !(M,M,) < n die drei Relationen 


®,,(T M3M,) = P,nuzı(TM,) + ®,.(M)) 
(6, 9) ®,,(UM,M,) Burn: ®unuzı(U M;) + ®,.(M)) 
®,,(U’M,M,)= ®,nurı(U*M;) + ®,.(M)), 


so gilt unsere Kompositionsregel Satz 5 allgemein. 


25. Um die drei Relationen (6, 9) herzuleiten, berechnen wir ©, ,(TM) und ©, „(SM). 


Es ist 


ul lei.) 


und mit (g, h)M-: = (g', h‘) wird (8; h) M-T"= (g’, h') T-ı= (— h', 8‘), und 


El we 
a EL) wine 
Brenner 





Hiermit vergleichen wir 





ent)-tn wu 
In) wine 
ErlE)+ RE) 20me-surte co)  füra#+0,c#0. 








N 


Da 


adı 





— N 
. 


N). 
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Nach Hilfssatz 2 ist nun s_„ „(— 6,a) = — 5, „(c, a); weiterhin ist g= ag’ + ch’. Be- 
achtet man nun das Reziprozitätsgesetz (Satz 4) für g’, h’ und a, c, so findet man 


EI) 


Nun ist ®,,(T) = 12 r((#)) (A): infolgedessen ist 


(6, 10) ®,.(TM) = ®,nu-ı(T) + ®,.(M). 
Andererseits ist 
_ fi 1\ ab in a+cb+d 
uk 
und mit (g,k)M-!= (g',h') wird (g, h)M-15-1 = (g',h')S-! = (g', h’ — g’). Daher ist 
d+d (&) Br 
u a a Pers? 
“A c d.iufho; d ! 
= p,(€) + u P,(&)—2 SENC - S,y_„la+ c,c) fürc #0. 


Nun ist sy» _yl@a+ 6,0) = 5, „la, ec); fürc=0ita=d= Fi und daher ! = Fg. 


Weiterhin ist ©, ,(S5) = 6f?P, (#): daher ist 


(6, 11) ®,.(5 M) 4 Pu,nu-ı(5) + ®,.(M). 
Nach (6, 10) und (6, 11) ist nun 
®,.,(UM) Rn D,.(S TM) “ PD .nm-ır-ı(S) + Donau T) + ®,.(M) 


=D ,nu-ı(ST)+9,.(M) 
(6, 12) v Dunu-ı(U) + D,.(M). 
Daraus folgt ebenso 
(6, 13) ®,.(U®M) a ® ,,nu-ı(U?) 7 ®,.(M). 


Zu der induktiv vorausgesetzten Gleichung (6, 8) 
®,.(M; M,) an ® una; ı(M3) + ®,.(M}) 


addieren wir ® nu n;ı(T); dann erhalten wir links wegen (6, 10) 
Puma mzı(T) + ®,.(M,;M)) Be 1 ®,,(TM,M)) 
und rechts 
Punuztuzı(T) _- P®unuzı(M;) — ®,.(M})) = ®unuzı(TM;) + ®,.(M))- 


Gleichheit der beiden Ausdrücke ergibt die erste Gleichung (6,9). Addieren wir 
Dunuz'nzı(U) bzw. ®,nuzıu;ı(Ü0?), so bekommen wir wegen (6, 12) bzw. (6, 13) 
die beiden anderen Gleichungen (6, 9). 
ar+b 
26. Um log Dan +4 
man folgendermaßen vorgehen: Man stellt die Transformationsformel der Funktion 
log n,,.(7) auf und berechnet die darin auftretende Dedekindsche Summe mittels des 
Reziprozitätsgesetzes Satz 4 und der daran anschließend erwähnten Hilfssätze 2, 3 und 4; 
wegen der Kompliziertheit des Reziprozitätsgesetzes erfordert dieser Weg recht umständ- 
liche Rechnungen. 


) für numerische Werte von a, b,c,d zu berechnen, kann 
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Es ist daher einfacher, die Größen ®, „ ( ı) zu benutzen und die Kompositionsregel 


ar+b 


ara in einen Kettenbruch nach folgender 





Satz 5 anzuwenden. Man entwickle hierzu 


Vorschrift (Rademacher [8]): 
ar+b=goder+d) —(aır +b,) 
er +d=g,lar +b,) — (ar + b,) 
(6, 14) . ’ 


„7 +b,-, = nHur+b)— Da+1- 


Wir verlangen nur 
lel>|a]>|%,|> >|a|; 


dadurch bricht die Kettenbruchentwicklung (6, 14) nach endlich vielen Schritten ab, ist 
jedoch nicht eindeutig. Die neu auftretenden Matrizen sind alle unimodular, für die letzte 
folgt daraus a, = ba4, = # 1. Setzt man 5„du+, = Qn+1, 80 entspricht das Kettenbruch- 
verfahren der Matrixzerlegung 


(6, 45) ( ı) = SOT SU T-:- 5m T Sur1, 


und wir brauchen daher zur Berechnung von ®,, ( ı) nur 


(6, 16) ,,(5) =g-6f°P, ($). 


(6, 17) ®,,(N) = 2r((f)) (4). 


oder zusammengesetzt 


nn en-rfei)(i 


zu kennen. Bei der Anwendung dieses Verfahrens muß man nur darauf achten, daß sich 

die Parameter g, h mittransformieren, man führe daher wieder die zu g, h gehörenden 
transformierten Parameter 

d—b 

(6, 19) en, 


) = (g', h) 


ein. Dann hat man die zu den Matrizen in (6, 15) gehörende Parameterfolge 

(6, 20) (8', A’) So, (g’, h’) ST, (g',h') SO TS", ...,(g,h) 
zu beachten. 

Diese Methode stellt wohl auch das einfachste Verfahren dar, eine verallgemeinerte 
Dedekindsche Summe zu berechnen. Zur Berechnung von s,„(a,c) gehe man folgender- 


maßen vor: Man berechne zu den teilerfremden a, ce ganze Zahlen b, d mit dd— bc =1; 
dann bestimme man nach (6, 19) zu den gegebenen g’, h’ die Zahlen g, k und berechne nach 


obigem Verfahren ®,, ( ı) Durch Zurückgehen auf die Definition (6, 3) von ®,,, ( .) 


ed)’ 
berechnet man daraus s,,,(a, c). 








D 


Zu 


D: 


Ge 





e] 


st 
te 
h- 


ch 
en 
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27. Wir geben hierfür ein numerisches Beispiel, wir wollen 
$g,,(46, 55) (=5) 
bestimmen. b=5, d = 6 genügen der Bedingung 46 -6— 5-55 = 1. Das Kettenbruch- 
verfahren (6, 14) ergibt 
46 +5 =1-.(5r7r+6)—(Ir+ 1) 
5rT+6=6-(I9r+1)—(— 7 
I+1=—A—ı) —(—1). 
Deın entspricht die Matrixzerlegung (6, 15) 


ee 7 ee 
(TFT TS" T. 


Zu den Matrizen S?T gehören die Parameter 
a ER 6 en 
23, ,)=03, 03, 580,80, g)=-2—3. 


Daher ist mit Hilfe von (6, 18) 


46 5 


Danlsn 6) = BsSN + ON) +®_,_.5"T) 


wo [n(t) Hold) ei) ale) E))- == 


Geht man auf die Definition (6, 3) von d..(, ı) zurück, so folgt 


au (ER E)E 
Die Anwendung des Reziprozitätsgesetzes zur Berechnung von s, ,(46, 55) erfordert 
wesentlich längere Rechnungen und soll daher unterbleiben. 

28. Die Matrizen M, für die M = # E (mod f) gilt, bilden eine Untergruppe F der 
erweiterten Modulgruppe M, d. h. der Gruppe der unimodularen Matrizen; wir bezeichnen 
diese Untergruppe B: als erweiterte Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe. Für die Matrizen 
aus $ besitzt die Größe ®, „(M) eine bemerkenswerte Invarianzeigenschaft, wir behaup- 
ten den 

Satz 6. Sind X und A beliebige Matrizen aus 5, der erweiterten Hauptkongruenz- 
gruppe f-ter Stufe, so gilt 

(6, 21) D,.(X"AX) = 9,,(A) g,h=0,0 (mod f). 

Gilt umgekehrt (6,21) für alle Matrizen X€ X und AcW mt M>X,U>F, so ist 
Z=A=3. 

Im ersten Fall ist nämlich X=FE,A = E(mod f) und daher (g,h)X-"=(g,h), 
(g,h)X-"A-ı= 7 (g,h), (gg, hJX-"A-ıX = 7 (g, h) (mod f). Unsere Kompositionsregel 
ergibt dann wegen (6, 7), ®_, _,(M) = ®,„(M), nämlich und Hilfssatz 6 

D,.(X1AX) “ D,.(X") + P,.(4) +9, = ®,.(4) . 

Zum Beweise der zweiten Behauptung brauchen wir den 

Hilfssatz 7. Gilt ©, a(F) = ®,.(F) für alle Matrizen Fe %, der Hauptkongruenz- 
gruppe f-ter Stufe, so ist (g,h) = (G,H) (mod f). 

Bevor wir den Hilfssatz beweisen, zeigen wir, daß daraus die zweite Hälfte des 
Satzes 6 folgt. 
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Wegen der Kompositionsregel gilt also für alle AEA>F, Xe&> F 
Dana (X) P Du,nx-ı(A) + D,.(X) D,.(A)- 

Anwendung des Hilfssatzes 6 ergibt 

(6, 22) hi wnx-14-ır(Ä) + Dunr-ı(A) + P,.(X) Pr D,.(4). 
Da (6,22) auch für A = E (mod f), d.h. A € %, gelten soll und dann X-14-1ıX=X-!X=E 
(mod f) ist, gilt für alle A€C 

Pu.nx-1(A) u ®,.(4); 
wegen Hilfssatz 7 ist also (g, A) X-! = (g, h) (mod f),d.h.X = E (mod f) oder {= 3. 
Daher folgt für beliebiges Ae A>% aus (6, 22) 
Duma-ı(X) = ®,,(X) füralle XeX=$. 

Erneute Anwendung von Hilfssatz 7 ergibt A=FE,d.h. W= 3. 

29. Beweis des Hilfssatzes 7. Wir stellen 

(6, 23) ®,.(F) er%; ®.,a(F) F € d 


für die folgenden drei Matrizen aus % auf (% Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe, d. h. die 
Gruppe der unimodularen Matrizen mit F = E (mod f)): 


BT Te u) 


(6, 23) ergibt für F;: 


(6, 24) P, £) = P, (7) oder G=Fg (mod). 
(6, 23) ergibt für Rz: s,,„(1, f) = sg,„(1, f). Nun folgt aus dem Reziprozitätsgesetz wegen 


8,,.(h, = 8,,(0, ı)= F 


nt 


1 g f h 

(6, 25) s,.,(4,N) = 7 P(f) +5Ps (7). 
Wegen (6, 24) ist daher 

(6, 26) P, (7) m (7) oder H= + h (mod f): 
(6, 23) ergibt für F,: 8,.(1 +hN= Sg,u(l +f, f}) oder S,0+1(4, D= Sq,+ (1, f). Nach 
(6, 25) folgt daraus 

e+h\_p(C+H ku 

(6, 27) Pi( ) Pi ; *) ode GH+H=F(g+h) (mod). 
(6, 24), (6, 26), (6, 27) sind erfüllt für 

(6, 28) GH=F(gh) (mod f). 





Die Lösung G, H = g,— h (mod f) ergibt wegen (6, 27) entweder g =— g (mod f) oder 
h=—h (mod f); dann gilt aber 6, H = —.(g,h) bzw. + (g,h) (mod f), d.h. (6, 28). 
Gleiches gilt für die Lösung 6, H = —.g,h (mod f). 
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Anhang. 
Zusammenhang zwischen Dedekindschen Summen und einer Inversionsanzahl, 


30. Man bilde modulo 1 die endliche Zahlenpaarfolge 


a9 Fam lt+ 5, #48); P=04,...lel—1} 
dabei soll wieder wie in der ganzen Arbeit der Zusammenhang 
(7, 2) g=ag’ +ch und ’ =dg—.ch 


bestehen. Wir lassen nun von der Folge A, die nur fürg’ =0 (mod f) oderg = 0 (mod f) 
auftretenden Paare (0, x) und (ß, 0) weg, verlangen also 


(7, 3) A, + (0, %), (B, 0). 
Setzen wir nun 


voraus, so ist die Folge A, nach ihrem ersten Index monoton geordnet, ganz gleich, ob c 
positiv oder negativ ist oder ob wir die Folge A, von links oder rechts lesen. 

Wir ordnen die Folge A, nun in gleicher Weise nach ihrem zweiten Index; das ge- 
schieht formal durch Übergang von u zu du mit ad — be = 1 und Reduktion von g auf 
0<sg<f, wir bilden also 


(7,5) {D, -(#4£, B4); P=..lel—h,088<t} 


Als Permutation der Folge A, genügt D, der Nebenbedingung (7, 3). Wir fragen nun 
nach der Anzahl der Inversionen der Folge A, gegenüber D, oder, was dasselbe ist, D, 


gegen A. Diese Inversionsanzahl /,, (a, e) ea wir durch 
lel—ı 


(7, 6) I,, 4 (a, c) B u IP (a, c). 


Dabei ist Ip, (a, c) die Anzahl der A, yachta von A, (d.h. » > u), deren zweiter Index 
in verkehrter Reihenfolge steht, für positives c also kleiner ist. Führt man nun wieder die 
Funktion (1, 8) 


(7,7) 


_ fi für x ganzzahlig 
a“ r sonst 


ein, so behaupten wir über diese Inversionsanzahl den folgenden 


Satz 7. Bezeichnet I, (a, c) die Anzahl der Inversionen der Folge A, gegen D,, (oder 
D,„ gegen A,), so ist 


I,v(a, ce) + |e|s(a,c) + 2|e|s,,„(a, e) | 
(ee )) 


Der Fall g’ =h' = 0 (mod f) des Satzes 7 ist bereits von C. Meyer in [6] hergeleitet 
. In diesem Fall handelt es sich nämlich einfacher um die Inversionsanzahl der 


Folge * —— © (mod 1) gegen für u=4,...,|e|—1. Der zweite Bestandteil der rechten 
Seite der Formel des ER 7 läßt sich folgendermaßen deuten: Die Folge A, enthält 


a LEITEN 


Journa) für Mathematik. Bd, 201. Heft 1/2 
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Elemente, der fragliche Bestandteil ist dann die Hälfte der maximalen Inversionsanzahl; 
man erhält diese, wenn man die Folge A, von rechts nach links liest, # also umgekehrt 
laufen läßt. Wir werden beide Fälle des Satzes 7 gemeinsam herleiten. 


31. Zum Beweise des Satzes 7 fragen wir nach der Inversionsanzahl der Folge 


(7,9) fa = = +7 (mod 1); B=..,0—1} 


gegenüber der natürlichen Reihenfolge SE; dabei setzen wire > 0 und 0 <g',h’< f vor- 


aus. Nach (7, 6) ist diese Inversionsanzahl 
e—1 c—1 
J .,(@, e) =, P> er [a, u, a,] 
v=0v=u 


— ist a, > a,, so ergibt das eckige Klammersymbol 0, ist a, < a,, so ist es — 1. — Daher ist 


e—1 0—1 


Ita= 2 2-7 er de e+ä]) 
-2,2,(- er ++4-[°+3]) 


c—lc—l—u e—1 c—1 c—1 c—1 au g 
--z z [#]+2,2|0+3]-2.2[%+ 38} 


In den ersten beiden Summen vertauschen wir die Summationen, es ist 


c—1lc—1l—u c—lce—l—r c—-1t—1 t—1 + 
Z 2 =5 zw 3=2>35, 
u=0 v=0 v=0 u=0 su=0 v=u v=0 u=0 


wie man durch Gitterpunktbetrachtungen sieht. Infolgedessen ist 


e—-1c—1—r e—1c—1 
I,@a)=—2 2 =|+z 2|®+$&|- 2% +%$ - 
„=0 z„=0 v=0 u=0 u=0r=u 


—ı 


= 2 {iu [#] + 2» +1-0[#+&]}; 


wir haben dabei die inneren Summationen ausgeführt und zum Teil » durch u ersetzt. 


gr" 


Wir benutzen jetzt die Hilfssummen 


(7, 10) S,,(,)= P(# + &):P ‚(# +8) 


„mode 


aus dem fünften Teil dieser Arbeit. Diese lassen sich für positives c und 0 Sg’ < mittels 
Hilfssatz 5 aus demselben Teil umformen zu 


una] 
Zee 
6 











hl; 
hrt 


ist 


bzt. 


bels 
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oder nach Multiplikation mit c 


el) = Zul +8] +3 cn 


»=0 


(3) (3 M)+ N 


0— er 


a »[#+3]+3 +4 (01) (2e—1) 


kg 


-7(7-K)+r6)R) 


Hiermit bilden wir nun 
(7,44) JI,,»(a, c) + cS,,0(a, €) + 2c5,,„(a, e) 


- — z{e[#]+ cn [#+8]} +3 c-9 @- 


referat) 


Die verbliebenen Summen lassen sich einfach bestimmen, es ist nach Hilfssatz 5 


(4) rer) Zr -[R+3])3); 
daraus folgt 


[er 8]. it ds uni 
3le+al-30e-9+4-3-@lf)-3e-ne-n+[F]. 
Setzen wir dies in (7, 11) ein, so bleibt 

(7,12) J,,1(0,0) + 08,,0(8,) + 208,,,(0,) = — ZN 2e—1)—(c—1) [#] 


+3 0-2 @e-1— 7 e—1+c—9 [8] +27.(&) 2(4) +7 


zung) 


32. Um nun aus (7, 12) den Satz 7 für positives c zu folgern, müssen wir die Aus- 
nahmewerte (0, &) und (f, 0) der Folge A, aus (7, 3) beachten, die wir weglassen wollen, 
während wir sie bei J,,„(a, c) mitgerechnet haben. 

Für g =h' =0 (mod f) haben wir nur den Ausnahmewert u = 0, der keinen Bei- 
trag zu J,„(a, c) gab. Da 

(7, 13) S,0(,0)=s(ac)+4 


ist, ist 





1,,0(a, 6) + 3cs(a,) = — 2043 = 4e-Ne—2. 


Für g', A =$# 0,0 (mod f) haben wir die Ausnahmewerte g’ = 0 (mod f) und 
g=0 (mod f) zu beachten. 


Für g' =0 (mod f) müssen wir das Glied A, = (0 5) der Folge A, weglassen; dieser 


Wert gab einen Beitrag von [#] —Ö (4) zur Inversionsanzahl J,„(a, e). 
9* 
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h 
‘  Fürg=0 (mod f) müssen wir das Glied u 2 “1 = (-7: 0) beachten; dieses 


gab den Beitrag — d F —c I- | zur Inversionsanzahl J, „(a, c). Nun folgt aus (7, 2) 
& 
Ben 4 + Lu 5 für g = 0 (mod f) folgt daraus wegen 0 <g’<f 
-91-FN 
cf f 
Daher gilt für die Inversionsanzahlen 


(7,14) Iy,x (a, ©) 


REBEL TER Ta ze an L 


Weiterhin müssen wir die Hilfssummen 5, (a, c) aus (7,10) durch die verallge- 
meinerten Dedekindschen Summen s,,,(a, c) ersetzen, es ist 


(7,15) S,»(a, c) = 5, x(a, 0) _ı (&) P, (7) X = (£) ai (- r) 


ein Zusammenhang, den wir schon im fünften Teil verwendet haben. Schließlich ist 
((2))= Pı(2) + 4 ö(x), daraus folgt 


(7,16) 2P, (& 


(A) 
| Setzen wir nun (7, 13) bis (7, 16) in (7, 12) ein, so bleibt 
I, (a, ec) + es(a,c) + 2cs,„(a,c)=2- ((&)) (()) + ei 


HE) 
A eH-) 
(MO) 
(9) +) 


— es ist 6?(z) = ö(z). — Damit haben wir Satz 7 für ce > 0 hergeleitet. 
Um Satz 7 auch für negatives c herzuleiten, beachten wir 
(7, 17) I,, ra, — ec) = I,,x(a, e). 


Bei dem Übergang c>— c, "> —.h' bleiben nämlich g’ und g invariant, daher gehen 
die Folgen A, und D, in 


(7, 18) [A -(-£-5, Mn -3)}, {o, -(-#-8 ed _h 
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über. Es ist klar, daß deren Inversionsanzahl die gleiche ist wie die der ursprünglichen 
Folgen A, und D,. Wir stellen daher den Satz 7 füra, —c=|c| und g’, — h’ auf: 


I,,-„(a, — ec) + |e|s(a,— ec) + 2|c]|s,_ (a, — e) 
’ ‘’ A h’ 
/ 1 (je) sl) — (2%) + 5(&) 5(- 
(a) (m) 
(El )+3 Aanke AT 7, 
Wegen (7,17) und der nach Hilfssatz 2 geltenden Beziehung s,,_„(a, — c) = 5, „(a, c) 
folgt daraus der Satz 7 auch für negatives c. 

33. Der Satz 7 enthält nun einige Folgerungen: Einmal gibt er uns eine weitere 
Methode, verallgemeinerte Dedekindsche Summen zu berechnen; man braucht ja nur die 
Folgen A, für a,c;g',h’ und für a,c;0,0 aufzustellen und ihre Inversionsanzahlen zu 
bestimmen. Satz 7 ergibt dann s(a, c) und 5, „(a, e). 

Weiterhin übertragen sich alle Ergebnisse über verallgemeinerte Dedekindsche 
Summen auf die Inversionsanzahl 7, „(a, c). Die Hilfssätze 1 bis 4 ergeben: 

I,-.(d, c) = I ,,x(a, c) 
I,, (a, —e) = I,(a, e) 


man tan aa (N 


I_, (a, c) = I, ,»(a, €) 
I, „(@a + Ac, c) = I, +1"(, €) 
I,x0,1) =. 
Man kann diese Beziehungen natürlich auch ohne Kenntnis von Satz 7 herleiten, als Bei- 
spiel zeigen wir (7, 19). 
Zu den beiden Inversionsanzahlen gehören die Folgen 


(u=(2+$, = +&)} wma (a,-(£+8,-#-8)}; 


beide Folgen enthalten n = |c | — (&) — (*) + (&) ö (7) Glieder, A, sei das k-te. 


Ist dann «(k) die Anzahl der A, rechts von A,, deren zweiter Index in verkehrter Reihen- 
folge steht, $(k) die Anzahl der A,, deren zweiter Index richtig steht, so ist in der Folge 
A’„gerade ß(k) die Anzahl der Glieder, deren zweiter Index verkehrt steht. Daher ist 
n—1 n—1 n—1 
14x) + 1,_n-a0= Z ah+ 2 Bh- 2 n—i—mn=()). 
k=0 k=0 k=0 

Unsere wesentlichste Aussage über verallgemeinerte Dedekindsche Summen, das 
Reziprozitätsgesetz Satz 4, verknüpft zusammen mit dem Reziprozitätsgesetz für die 
gewöhnlichen Dedekindschen Summen (4, 9) die Inversionsanzahlen der Folgen 
{A - (#+5. +5) gegen {D, = (+8, #+&)} „=0,..,lel—1 
mit 


pe, o,8 deebr., &)}: un Zi 
(e-(+5, 2+%)} gegen [B&.=( a ar rer ;v=(,..,|al 
zu dem Reziprozitätsgesetz 

Satz 8. Bezeichnen I,,„(a, c) und I,,(c,a) die Inversionsanzahlen der Folgen A, 
gegen D, bzw. C, gegen B, so ist für g', h’ = 0,0 (mod |) 
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u teen (ll) +) =) 
+t{e-@}) (9) (er) - 


—42(8) (a1 1-1) + ae (T5@® 
g\ /i—sgna A—sgnc 

+5(8) ( za , 2 ) «- 

Für g =h' =0 (mod f) güt entsprechend 








a1yo(a, e) + elo.(e, a) -I (a—1) (e—1)(a+c—1) + 3ac ei PERR,. 


- 


Zur Ableitung des Falles g’, h’ # 0,0 (mod f) dieses Satzes muß man nur 
1 1 
P,(2) = (()? — Ep + Z ö(z) 


beachten. Der Fall g’ =h’ =0 (mod f) des obigen Satzes ist wiederum bekannt und soll 
nach C. Meyer [6] von H. Salie stammen. 


Für g=h= 0 (mod f) lautet der Satz 7 
1 —1 
1,0%) +31e1. = 3 (1°, )=31elsa,0), 


da I,.(1,)= 0 ist. Da I,,,(a, e) > 0 für a =# 1 (mod e) ist, folgt daraus 
s(a, c)< s(1, ce), 
eine Beziehung, die H. Rademacher kürzlich in [10] hergeleitet hat. 
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Iterierte absolute Differenzen mit natürlichen Zahlen. 


Von Heinz Eliermann in Braunschweig. 





Wenn man n nicht-negative reelle Zahlen a,, a,, a,, ....., a, nebeneinander in eine 
Zeile schreibt, dann nach der Iterationsvorschrift «4 = |a,,,—a;| füri=1,2,...,n, 
wobei die Zahl a, als Nachfolger von a, gelten soll, die absoluten Differenzen a}, 
a5, Q}, : - ., a, bildet, so erhält man wieder eine Zeile mit n nicht-negativen reellen 
Zahlen. Aus dieser ersten Folgezeile kann auf entsprechende Weise eine zweite Folgezeile 
a/,a%,@y,...,a, berechnet werden, aus der zweiten wiederum eine dritte, vierte usw. 
Man erhält so eine unendliche Folge von iterierten Zeilen (Folgezeilen): (a); (a’); (a’); 
(ad); (a*);...;(a*);..., zu deren Untersuchung ich durch ein Gespräch mit Herrn Kaluza 
angeregt worden bin. 

In dieser ersten Veröffentlichung sollen zunächst einige Fragestellungen entworfen 
und einige der bisher gewonnenen Ergebnisse mitgeteilt werden, soweit sie sich auf die 
spezielle Annahme gründen, daß die Zahlen a,, a,,..., a, ganze Zahlen sind. Die Zahlen 
in den iterierten Zeilen sind dann ebenfalls ganze Zahlen. — Allerdings soll gleich gesagt 
werden, daß wir keine wesentlichen Weiterungen zu erwarten haben, wenn wir die Frage- 
stellungen auf rationale Zahlen ausdehnen. — Multipliziert man die Zahlen einer Zeile mit 
einem konstanten positiven Faktor und bildet dann die iterierte Zeile, so erhält man das- 
selbe Ergebnis wie dann, wenn man zuerst die iterierte Zeile bildet und dann alle Zahlen 
der iterierten Zeile mit demselben Faktor multipliziert. Daraus erkennt man, daß jede 
aus einer rationalen Anfangszeile folgende Zeilenfolge bis auf einen festen Faktor ganz- 
zahlig ist. — Erst wenn man die Fragestellungen auf beliebige reelle Zahlen ausdehnt, er- 
geben sich neue Gesichtspunkte. Hierüber soll in einer zweiten Mitteilung berichtet werden. 
Doch sollen diejenigen Ergebnisse, die nicht notwendig an die Ganzzahligkeit der Zeilen 
gebunden sind, gleich in voller Allgemeinheit dargestellt werden. 

Wir führen zunächst eine zweckmäßigere Betrachtungsweise ein. Hierzu denken wir 
uns jede Zeile nach links und rechts unendlich oft aneinandergesetzt, so daß nun tatsäch- 
lich a, als Nachfolger von a, erscheint, a; als Nachfolger von a, usw. Wir haben es dann 
mit unendlichen Zeilen zu tun, die jedoch jede eine Periode von der Länge n haben. Es ist 
also jeweils a; = a,;„ usw. Um einige Aussagen zu vereinfachen, führen wir den Begriff 
der Zeilenperiode Z ein und wollen darunter die jeweils kleinste Periode verstehen. Für 
jede Zeile ist damit eine Zeilenperiode definiert, die stets ein Teiler von n ist. Offensicht- 
lich gilt der 

Satz 1. Die Zeilenperioden Z,Z',Z",...,Z*,... bilden eine monotone nicht zuneh- 
mende Folge von natürlichen Zahlen mit der besonderen Eigenschaft, daß jede Zahl der Folge 
ein Teiler der vorhergehenden ist. Nach endlich vielen Iterationsschriüten erreichen die Zeilen- 
perioden ihr Minimum z (Grenzperiode) und bleiben dann konstant. 


Einen weiteren allgemeinen Satz erhalten wir auf folgende Weise. — Unter den 
Zahlen @,,...,@, gibt es mindestens eine, die nicht kleiner ist als alle anderen. Diese 
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nennen wir das Zeilenmaximum M. Ebenso verfahren wir bei den iterierten Zeilen und 
erhalten eine Folge der Zeilenmaxima M, M', M",..., M*,..., für die der folgende 
Satz gilt. 


Satz 2. Die Folge der Zeilenmazima ist monoton und nicht steigend. Sie strebt also 
einem nicht-negativen Grenzwert m zu, der das Grenzmazimum heißen soll. 


In der Tat liegen ja z. B. alle Zahlen der Anfangszeile zwischen den Zahlen M und 0. 
Also sind alle Zahlen der iterierten Zeile als absolute Differenzen der Zahlen der Anfangs- 
zeile nicht größer als M, also ist auch M’ < M. Der Satz 2 folgt dann durch vollständige 
Induktion hinsichtlich k. 


Wir beschränken uns nun auf ganzzahlige Anfangszeilen. — Aus Satz 2 folgt dann, 
daß nach endlich vielen Iterationsschritten das Grenzmaximum m erreicht wird. Dann 
haben alle noch folgenden Zeilen dasselbe Zeilenmaximum. Ist dieses gleich Null, so 
kommt nach endlich vielen Iterationsschritten eine Nullzeile, deren Folgezeilen dann wie- 
der Nullzeilen sind. — Man kann beliebig viele Beispiele bilden, bei denen man auf die 
Nullzeile kommt, und zwar kommt es dabei, wie weiter unten gezeigt-wird, wesentlich auf 
die Grenzperiode z an. — Ist jedoch z. B. die Zeilenperiode der Anfangszeile eine ungerade 
Zahl, so kommt man unter keinen Umständen zur Nullzeile — mit der einzigen Ausnahme 
Z =1. Der sehr einfache indirekte Beweis kann hier unterdrückt werden, da er sich als 
Spezialfall eines noch folgenden allgemeineren Satzes ergibt. — Ist das Grenzmaximum m 
positiv, so kommt man schließlich zu einer Folge von endlich vielen Zeilen, die in ein und 
derselben Reihenfolge periodisch wiederkehren. Die dabei zu Tage tretende Periode wollen 
wir die Spaltenperiode s nennen. Hiermit ist natürlich wieder die kleinstmögliche Periode 


gemeint. Die Matrix aus den s verschiedenen periodisch wiederkehrenden Zeilen wollen wir 
den Kern nennen. 


Die Zeilen des Kerns haben alle die gleiche Zeilenperiode z und das gleiche Zeilen- 
maximum m. Im Falle, daß m = 0 ist, besteht der Kern lediglich aus der Nullzeile. 


Über die Zeilen des Kerns lassen sich nun eine Reihe von wichtigen Aussagen machen, 
die alle auf den folgenden Satz zurückgeführt werden können. 


Satz 3. Haben Z aufeinanderfolgende Zeilen mit der Zeilenperiode Z das gleiche Maxi- 
mum M, so kommen in diesen Zeilen nur die Zahlen M und 0 vor. 


Beweis: Zunächst betrachten wir die letzte dieser Z Zeilen. An mindestens einer 
Stelle, die wir die erste Stelle (unterer Index 1) nennen wollen, steht die Zahl M. Dann 
betrachten wir die vorletzte, also (Z — 1)-te Zeile. Entweder steht nun an der ersten Stelle 
die Zahl M und an der zweiten, also folgenden, Stelle die Zahl 0 oder umgekehrt. Nur so 
kann als absolute Differenz die Zahl M herauskommen. Größere Zahlen als M und kleinere 
als 0 sind ja nach Voraussetzung nicht vorhanden. Die (Z — 1)-te Zeile beginnt also mit 
einem Abschnitt von zwei Stellen, der nur die Zahlen M und O enthält, wobei allerd'ngs 
die Zahl M auch sicher einmal vorkommt. Betrachten wir dann die (Z — 2)-te Zeile, so 
erkennen wir, daß diese bereits mit einem entsprechenden Abschnitt von drei Stellen 
beginnt, der wieder mindestens einmal die Zahl M enthält, sonst aber nur aus den Zahlen 
M und 0 gebildet wird. Man kann einfach davon ausgehen, daß über der Zahl M nur ent- 
weder wieder M oder 0 stehen kann. Die Nachbarzahlen sind dann eindeutig durch die 
absoluten Differenzen bestimmt, soweit diese gleich M oder 0 sind. Dabei werden die 
(M, 0)-Abschnitte bei jedem Schritt zurück um mindestens eine Stelle länger. Ist man bei 
der ersten Zeile angelangt, so hat man einen Abschnitt von Z Stellen, der bereits eine ganze 
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Periode ausfüllt. Damit ist dann für die ganze erste Zeile nachgewiesen, daß sie nur die 
Zahlen M und 0 enthält. Als Folge davon haben dann aber auch die Folgezeilen diese 
Eigenschaft. 


Zusammenfassend können wir hiernach sagen: 


Beginnt man mit einer aus ganzen Zahlen bestehenden Anfangszeile, so bleibt nach 
endlich vielen Iterationsschritten das Zeilenmaximum konstant. Von der ersten Zeile an, 
die bereits das Grenzmaximum m hat, kommen in allen Zeilen nur die Zahlen m und 0 vor 
bzw. nur die Zahl 0. Dieses gilt dann auch für die Zeilen des Kerns. — Im Fall, daß das 
Grenzmaximum m > 0 ist, bedeutet es keine wesentliche Vereinfachung, wenn wir an- 
nehmen, daß m = 1 ist. Wir hatten ja schon am Anfang bemerkt, daß es auf einen gemein- 
samen Faktor nicht wesentlich ankommt. Wir wollen einfach voraussetzen, daß wir die 
erste Zeile mit dem Grenzmaximum als Anfangszeile verwenden; dann dürfen wir diese 
Vereinfachung unbesorgt vornehmen. — Wir können aber auch den Fall m = 0 in diese 
Betrachtung mit einbeziehen, wenn wir noch diejenigen Zeilen hinzunehmen, die das 
letzte von Null verschiedene Zeilenmaximum haben. Diese Zeilen haben nämlich auch die 
Eigenschaft, daß sie nur aus einer gewissen positiven Zahl m und eventuell der Zahl 0 
gebildet werden. Die letzte von der Nullzeile verschiedene Zeile ist nämlich konstant gleich 
m, und für die eventuell noch vorhandenen Vorzeilen mit dem gleichen Zeilenmaximum 
kann man die behauptete Eigenschaft mit Hilfe einer etwas modifizierten Schlußweise 
entsprechend Satz 3 beweisen. — Wir wollen also für alle Fälle voraussetzen, daß wir mit 
einer Anfangszeile beginnen, die nur aus den Zahlen 0 und 1 gebildet wird. Solche Zeilen 
wollen wir mit Ausnahme der Nullzeile Einheitszeilen nennen. 


Einheitszeilen gestatten eine wesentliche Vereinfachung der Iterationsvorschrift. 
Man hat es ja stets nur mit vier verschiedenen Zahlenpaaren zu tun, deren absolute Diffe- 
renzen wie folgt aussehen: 


|0—0[=0, [0-41] =14, 11 —0|=1, 11 —1|=0. 


Wir erhalten dieselben Ergebnisse, wenn wir mit den Zahlen 0 und 1 genau so rechnen, wie 
mit den durch sie vertretenen Restklassen modulo 2, und an Stelle der absoluten Differenz 
jeweils die Summe der Restklassen bilden und für diese wieder deren Vertreter 0 oder 1 
hinschreiben. Damit wird die Iterationsvorschrift eine lineare Transformation, was die 
Beantwortung vieler Fragestellungen wesentlich vereinfacht. 


Unsere Iterationsvorschrift sieht nun so aus: Ist r = (r,, 7, -. -,7,) eine Einheits- 
zeile, so berechnet sich die Folgezeile r’ = (r}, r5, - - -,7z) nach der Vorschrift /;=r;+r;,, 
unter der Nebenbedingung 7,,,=r,. Füri=1,2,...,z sind das z Rechenvorschriften, 
die sich durch ein Operatorsymbol zusammenfassen lassen. Wir verwenden hierzu den 
Operator C, der angewandt auf die Zeile r bewirkt, daß diese um eine Stelle nach links ver- 
schoben wird. Cr ist also diejenige Zeile, deren i-tes Element die Zahl r,, , ist. Führen wir 
noch die identische Operation E ein, so können wir die Iterationsvorschrift wie folgt 
schreiben: 

"=Er+Cr=(E+C)r. 


Entsprechend können wir fortsetzen: 


"-(E+OQrF-(E+ Or = (E+2 CH r=(E+ Mr. 


Journa für Mathematik. Bd. 201. Heft 1/2 10 





74 Eltermann, Iterierte absolute Differenzen mit natürlichen Zahlen. 


Die letzte Vereinfachung erklärt sich daraus, daß wir mit Restklassen modulo 2 rechnen. 
Wir erhalten also weiter: 


Pr=(E+CPr=(E+C+C+CHr, 
r=(E+C)!r=(E+C)r=(E+C"r usw. 


"40H = e+ lc ()er- Henn 


wobei für die Binomialkoeffizienten deren Restklassen modulo 2 einzusetzen sind. 
Die Nebenbedingung der Periodizität schreibt sich in der Form: 


Cr =Er oder (E+C")r=0 (0= Nullzeile). 


Im Bedarfsfalle kann man Operatorpolynome mit höherem Grad mit Hilfe der Perioden- 
gleichung verkürzen. 

Besonders einfach kann man die iterierten Zeilen r* bestimmen, wenn k eine Potenz 
von 2 ist. It A=2' mit t>0, so ist r#—=(E + C*)r, was man durch fortgesetztes 
Quadrieren von (E + C) sofort erhält. Ist r* = 0, so erhalten wir eine neue Perioden- 
gleichung. Hieraus ergibt sich leicht der folgende 


Satz 4. Ist die Zeilenperiode z eine Potenz von 2, so kommt man nach spätestens z 
Iterationsschritten zur Nullzeile. Ist umgekehrt K die kleinste Anzahl von Schritten, die zur 
Nullzeile führen, dann ist z gleich der kleinsten Potenz von 2, die nicht kleiner als K ist. 
Hierbei ist 4 = 2° auch eine Potenz von 2. 

Beweis: Die erste Behauptung ergibt sich ganz einfach aus der Tatsache 
r=(E+Cyr=(E+CY)r=0. 

Die zweite Behauptung ergibt sich aber so: Aus der Voraussetzung ergibt sich die 
Gleichung rX = (E + C)®r = 0 und erst recht mit der kleinsten Zweierpotenz h = 2*, 
die nicht kleiner als X ist: = (E + C")r =(. Es ist also h eine Periode der Zeile r, 
und z ist als Teiler von h eine Potenz von 2. Für h = 2'-! gilt die entsprechende Gleichung 
noch nicht, da h<K ist. Also ist z— h. Damit ist der Satz bewiesen. 

Aus diesem für Einheitszeilen gültigen Satz folgt nun unmittelbar der für beliebige 
ganzzahlige Anfangszeilen gültige 


Satz 5. Ist die Zeilenperiode Z einer ganzzahligen Anfangszeile eine Potenz von 2, so 
führt die Iteration nach endlich vielen Schritten zur Nullzeile. — Hat umgekehrt eine Zahl Z 
die Eigenschaft, daß alle Anfangszeilen mit der Zeilenperiode Z nach endlich vielen Schritten 
zur Nullzeile führen, so ist Z eine Potenz von 2. 

Beweis: Ist Z eine Potenz von 2, so ist auch die Grenzperiode z nach Satz 1 als Teiler 
von Z eine Potenz von 2. Dann folgt nach Satz 4 die erste Behauptung. — Aus der zweiten 
Voraussetzung folgt, daß auch alle Einheitszeilen mit der Periode Z zur Nullzeile führen. 
Dies ist aber nach Satz 4 nur möglich, wenn Z eine Potenz von 2 ist. 


Hieraus folgt auch speziell, daß man nicht zur Nullzeile kommen kann, wenn Z 
eine von 1 verschiedene ungerade Zahl ist. Wäre dies möglich, so könnte nach Satz 4 die 
Grenzperiode z nur gleich 1 sein. Unter diesen Umständen könnte aber wiederum auch 
die Anfangsperiode Z nur gleich 1 sein, was wir sofort zeigen können. Die Annahme einer 
von 1 verschiedenen ungeraden Zeilenperiode führt also auf einen Widerspruch. — Die 
letzte von der Nullzeile verschiedene Zeile besteht in jedem Falle aus lauter gleichen Zah- 
len, hat also die Zeilenperiode Z = 1. Sie kann also wegen der getroffenen Annahme nicht 
die Anfangszeile sein. Ist die in dieser Zeile stehende Zahl gleich 5, so müssen in der dar- 
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überstehenden Zeile bis auf eine additive Konstante abwechselnd gerade und ungerade 
Vielfache von b stehen, was bei einer ungeraden Zeilenperiode unmöglich ist. Damit ist der 
Widerspruch gezeigt. 

Wenn man also nach endlich vielen Schritten zur Nullzeile gelangen will, so muß die 
Zeilenperiode der Anfangszeile unbedingt eine gerade Zahl sein. Tatsächlich kann man für 
jede gerade Zeilenperiode, die keine Potenz von 2 ist, Anfangszeilen angeben, die zur 
Nullzeile führen. Solche Beispiele kann man z. B. nach folgendem Rezept herstellen: Es 
seiZ = h- u, wobei h eine Potenz von 2 und u eine von {1 verschiedene ungerade Zahl ist. 
Auch Ah soll von 1 verschieden sein. — Man konstruiere nun wie folgt eine endliche Zeile 
mitn=Z= h-u Stellen, die man sich in u Abschnitte der Länge Ah zerlegt denkt. In den 
ersten Abschnitt schreibe man beliebige Zahlen a,, a,, ....., a, mit der Einschränkung, daß 
dieser erste Abschnitt, würde man ihn periodisch fortsetzen, nicht zu einer unendlichen 
Zeile mit einer Zeilenperiode kleiner als A führen würde, und daß ferner füri=1,2,...,h 
die Ungleichung a; S 2a, erfüllt ist. Beide Forderungen sind leicht zu erfüllen. Dann 
fülle man die übrigen Abschnitte bis zum u-ten Abschnitt einschließlich nach der Vor- 
schrift a;+„ = 2a, — a, aus. Der zweite Abschnitt beginnt dann auch mit a,, ist aber 
nicht mit dem ersten Abschnitt identisch, weil sonst alle Zahlen a,,....., a, einander gleich 
wären. Der dritte Abschnitt stimmt aber mit dem ersten überein, der vierte mit dem zwei- 
ten und so fort. Der u-te Abschnitt ist, da u ungerade ist, wieder mit dem ersten identisch. 
— Die so konstruierte Zeile denke man sich in der schon beschriebenen Weise nach links 
und rechts unendlich oft aneinandergesetzt. Dann erhält man eine unendliche Zeile mit 
genau der Zeilenperiode Z = hu. Eine kleinere Zeilenperiode ist nicht möglich. Sie wäre 


von der Form Z = hv, wobei die Potenz h ein Teiler von h und v ein notwendig ungerader 
Teiler von u ist. Dann wäre auch Z+ = hv eine Periode. Es müßte sich also der erste aus 
den ersten v Abschnitten der Länge h bestehende größere Abschnitt der Länge Z+ = hv 
periodisch wiederholen. Der nächste größere Abschnitt der Länge Z+ müßte also mit den 
Zahlen a,,.. ., a, beginnen. Da aber v ungerade ist, stehen hier in Wirklichkeit die Zahlen 
@yy1y Anz ++ +, en, die nicht sämtlich mit den Zahlen a,,...,@, übereinstimmen. Die 
Zeile hat also tatsächlich die vorgegebene Zeilenperiode Z = hu. Wenn man aus dieser 
Zeile die iterierte Zeile errechnet, so wird man feststellen, daß diese eine Zeilenperiode hat, 
die gleich k oder gleich einem Teiler von A ist. Hiermit kommt man aber nach Satz 5 stets 
zur Nullzeile. 


Dieses ist nur das einfachste, verhältnismäßig allgemeine Rezept zur Konstruktion 
von Anfangszeilen mit einer geraden Zeilenperiode, die nicht gleich einer Potenz von 2 ist, 
so daß man schließlich zur Nullzeile kommt. Es lassen sich noch weitere, aber komplizier- 
tere Rezepte dieser Art angeben. — Andererseits kann man aber auch beliebig viele Bei- 
spiele angeben, bei denen man nicht zur Nullzeile kommen kann. Solche Beispiele sind 
z. B. alle Einheitszeilen, deren Zeilenperioden zwar gerade, aber nicht gleich einer Potenz 
von 2 sind. — Leider konnte bisher kein allgemeines Kriterium gefunden werden, mit 
Hilfe dessen man bei einer beliebigen ganzzahligen Anfangszeile sofort feststellen kann, 
ob man zur Nullzeile kommen wird oder nicht. Die bisherigen Sätze gestatten eine solche 
Entscheidung erst, nachdem soviele Iterationsschritte gerechnet worden sind, daß das 
Grenzmaximum erreicht ist. Wieviele Schritte hierzu höchstens zu rechnen sind, kann 
man mit Hilfe des Satzes 3 ohne große Mühe abschätzen. Es gibt jadoch noch eine Methode, 
die im allgemeinen eine raschere Entscheidung möglich macht. Diese wird im folgenden 
beschrieben. 

Homomorphe Abbildung auf Resiklassenzeilen. Es sei wieder eine ganzzahlige An- 
fangszeile @,, @,, . . ., @, gegeben, wobei wir der Einfachheit halber voraussetzen wollen, 

10* 
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daß die Zeilenperiode Z = n ist. Wir schreiben die durch Iteration entstehenden Folge- 
zeilen wie folgt untereinander. Daneben schreiben wir die jeweils dazugehörigen Rest- 
klassenzeilen modulo 2 ebenfalls untereinander. Dann entspricht jeweils dem Element a! 
die Restklasse rf = af (mod 2). 


@: Gyr Uns: © sole > 
U 7 ADB 4 FEAR 
a’ . r'' . 
Bun. ul z0rr 
Man überzeugt sich leicht davon, daß die Restklassenzeilen r’,r'',... gerade die iterierten 


Zeilen der Restklassenzeile der Anfangszeile sind, die sich nach der uns schon geläufigen 
linearen Iterationsvorschrift berechnen lassen. Auf die Folge der Restklassenzeilen kann 
also der Satz 4 angewendet werden. Die Zeilenperiode der Restklassenzeile r sei gleich z. 
Sie ist auf jeden Fall ein Teiler von n. Wir wollen zunächst diejenigen Anfangszeilen a 
außer Betracht lassen, die aus lauter ungeraden Zahlen bestehen. In diesem Falle macht 
es nichts aus, wenn wir von allen Zahlen a, gleichzeitig eine Eins abziehen. Dieses läßt die 
iterierten Zeilen unverändert. Wir dürfen aber auch diejenigen Anfangszeilen ausschließen, 
die nur gerade Zahlen enthalten. In diesem Falle kann man durch Herausziehen einer 
passenden Potenz von 2 dafür sorgen, daß nicht mehr alle Zahlen a, gerade sind, aber doch 
noch ganzzahlig bleiben. Alle iterierten Zeilen werden damit automatisch durch dieselbe 
Potenz von 2 dividiert und bleiben ganzzahlig. Für die nicht ausgeschiedenen Anfangs- 
zeilen ist sicher die Zeilenperiode der Restklassenzeile z > 1. Hinsichtlich der Frage, ob 
man durch fortgesetztes Iterieren nach endlich vielen Schritten zur Nullzeile kommt, 
werden aber immer noch sämtliche interessierenden Anfangszeilen mit erfaßt; denn durch 
gleichzeitiges Abziehen der Zahl 1 bzw. gleichzeitiges Dividieren durch eine Potenz von 2, 
was eventuell abwechselnd öfter geschehen kann, kommt man entweder zu einer solchen 
Zeile, daß z > 1 wird, oder man kommt zur Nullzeile. Ist aber das Letztere der Fall, dann 
ist die ursprüngliche Anfangszeile konstant, und eine weitere Untersuchung erübrigt sich. — 
Wenn nun 2 >41 ist, so ist z entweder eine Potenz von 2 oder nicht. Ist z keine Potenz 
von 2, so kann in der r-Folge niemals die Nullzeile erscheinen. Es kann also auch in der 
a-Folge niemals die Nullzeile erscheinen. So erkennt man z. B. unmittelbar, daß man bei 
ungeradem n nie zur Nullzeile gelangen kann. — Ist z eine Potenz von 2, so erscheint in 
der r-Folge nach einer gewissen Anzahl von Schritten die Nullzeile. Das bedeutet dann, 
daß in der entsprechenden «a-Zeile nur gerade Zahlen stehen. Jetzt kann man durch Heraus- 
ziehen einer Potenz von 2, eventuelles Abziehen einer Eins und so fort erreichen, daß die 
dazugehörige Restklassenzeile eine Zeilenperiode hat, die größer ist als 1, falls nicht die 
a-Zeile konstant ist, und das Verfahren kann wiederholt werden. Durch das fortgesetzte 
Herausziehen der Potenzen von 2 erreicht man ein verhältnismäßig schnelles Absinken 
des Zeilenmaximums, so daß man verhältnismäßig rasch zu einer Entscheidung kommt. 


Ist n eine Potenz von 2, so kommt man bei diesem Verfahren immer wieder auf 
Restklassenzeilen, deren Zeilenperioden gleich Potenzen von 2 sind. Man kommt also not- 
wendig zu der Entscheidung, daß in der a-Folge nach endlich vielen Schritten die Null- 
zeile erscheinen muß. Damit ist die erste Behauptung des Satzes 5 ein zweites Mal be- 
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wiesen. Gleichzeitig kann man so zu einer viel schärferen Abschätzung der notwendigen 
Zahl von Iterationsschritten bis zum Erscheinen der Nullzeile kommen, als dies nach 
Satz 3 möglich war. 


Abschließend soll noch gesagt werden, daß eine Reihe von weiteren Ergebnissen vor- 
handen sind, die sich vor allem auf Einheitszeilen beziehen. So kann man z. B. für jede 
Einheitszeile sofort entscheiden, ob sie eine Kernzeile ist oder nicht, bzw. wieviele Schritte 
hinreichend sind, um zu einer Kernzeile zu gelangen. Ferner bestehen enge Beziehungen 
zwischen der Zeilenperiode eines Kerns und seiner Spaltenperiode und vieles andere 
mehr. 





Eingegangen 5. Februar 1958. 





Über den Parallelismus von Levi-Civitä 
in der Geometrie konstanten Krümmungsmaßes. 


Herrn Professor Dr. Helmut Hasse zum 60. Geburtstage gewidmet. 
Von Kuno Fladt in Calw. 





1. Ist 
(1) ds? = gudı'dı* Grel,..,® 
das Bogenelementquadrat eines Riemannschen Raumes A, und sind 7}, die Kompo- 


nenten seines affinen Zusammenhanges, so lauten die Differentialgleichungen seiner 
geodätischen Linien 


(2) Se +7 see ade 
Ist ferner &' ein „Einheitsvektor‘‘ des A,, so ist 
(3) gu —1. 
Verschiebt man £' nach Levi-Civitä „parallel‘‘ längs einer Kurve 
(4) a! = als), 
so lauten die Differentialgleichungen dafür 
(6) E+ıne=0. 


2. Sei nun der A, ein Raum konstanten, nichtverschwindenden Riemannschen 
Krümmungsmaßes, also ein elliptischer oder hyperbolischer nichteuklidischer Raum, seien 


i 
= (i=1,...,n) die homogenen projektiven Koordinaten des „Punktes“ x, und sei 
(6) (2? + eff? ++ (a?) = (z|2) =0 .=+1) 


die Gleichung der absoluten Überfläche. 

Bezeichnet man die Kreis- und Hyperbelfunktionen einer Strecke o, diefüre = +1 
c08 o, sin o, tan o, coto, füre = —1 cho, sh o, th o, cth o lauten, gemeinsam mit Co, 
So, To,Cto, so daß 

(7) Co + eS?o —=1 


ist, dann gilt für die nichteuklidische Entfernung xy zweier Punkte x und y 
— (21)? — @IaWIW— (ey 
C!ıy = ‚ Bye e- 
‚ Wien * — _(sin)iejy) 
also für das Bogenelementquadrat ds? zwischen den Punkten z und x + dx die Gleichung 
2. (2 | x) (dx | dx) — (x | dx)? 
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(8) ds? 





(212)? 
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3. Hier hätte man nun z° =1, dx? = 0 zu setzen. Die Rechnungen werden aber 
überraschend einfach, wenn man z°® als Veränderliche beibehält und nichtabsolute 
Punkte x, d.h. solche, für die (x |x) + 0 ist, folgendermaßen normiert: 

Im elliptischen Raum sei stets (z | x) = 1, im hyperbolischen Raum sei (z | 2) = + 1 
für innerabsolute oder eigentliche Punkte mit («| x) >0, (z|2) = —1,d.h. = s für 
außerabsolute oder sog. ideale Punkte mit (x |x) <0. Dabei sollen im folgenden alle ge- 
gebenen Punkte eigentlich sein. 


Für sie folgt aus 


(9) (z|x) =1 sofort (x |dx) = 0, 
und damit geht das Bogenelementquadrat (8) über in 
(10) ds? = & (dx | dx). 


Eliminiert man nun x° nicht, so gelten die Gleichungen (1) bis (5) auch noch für i, k, 1=0. 


Unser AR, ist dann in den AR,„;,, mit dem Bogenelementquadrat (8) bzw. (10) eingebettet. 
Der Ay, ist für e = — 1 ein pseudoeuklidischer Raum, unsere Geometrie die auf seiner 
quadratischen Überfläche (6). 


4. Um die Koeffizienten 7}, nicht einzeln berechnen zu müssen, leiten wir die 
Gleichungen (2) für das ds? in (10) direkt mittels der Variationsrechnung her und bezeich- 
nen dabei Ableitungen nach s mit übergesetzten Punkten. 


Wegen der Normierungsbedingungen 

(4) (|) =1, (2|2)=0, («|2) =—(2|2) =— e, (2|2) =0,(2|%) =—(2| 2) 
hat man für die Funktion f? = e(z | x) mit der Nebenbedingung (z | x) = 1 die Variation 
des Integrals 


h 
= [IH 1@10—1}@ 
zu bilden, wobei nachträglich f? =f =1, also 
(12) (2|2)=e 
gesetzt und (11) benützt werden darf. Man erhält so wegen 


-- = {e(# |d2)} — e(ä | 2), 
wenn man den integrierbaren Bestandteil gleich wegläßt, 
8J = [ {öf + eA(z | öx)} ds = [ {föf + eA(z | öx)} ds 
= [e{(z | 8x) + A(z | x2)} ds = e [ ((Ax— 2) | dx) ds = 0, 


e(z | di) = e(ö 





also £' — Az! = 0, woraus nach (11) (z | x) — Az |2) =— (2 |2) — A=0,4=—(z|z) 
folgt, so daß die Differentialgleichungen der geodätischen Linien 

(13) #+(2|2)2'=0 
lauten, wofür man nach (12) auch 

(14) + e=0 
schreiben kann. Durch Integration folgt 

(15) x =(s- p' +Ss-q', 
wobei wegen (z |z) =1 die Bedingungen (p |p) =1, (p |) =0, (g |gQ) = : erfüllt sein 
müssen. p ist also für e=—-] ein eigentlicher, g ein idealer, nämlich der zu p absolut- 


konjugierte Punkt. Die geodätischen Linien sind, wie es sein muß, die Geraden. 
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5. Uns interessiert aber hier in erster Linie die Integration von (5) für den Einheits- 
vektor £'. Der Vergleich von (5) mit (2) = (13) lehrt, daß (5) jetzt 


(16) F+@lde=0 





lautet. Daraus folgt sofort (= | D+(& 9 = £ (2|9=0,d.h. 





- (z|&) = const =D. 
Nach (8) = (1) ist aber 

n gun. ELAEIN Leit 4, 
also mit (47) 

wo Eld=e+Ds®, 

(20) prrsade 


Aus (16) folgt aber 
E1d+@]9(«@]|d=Diald=0. 
Da aber (2 |&) #0 ist, muß D = 0 sein. So wird also 


(21) «|9=0, 

(22) e|9=e. 
Deutet man nun den „Einheitsvektor‘‘ £ als Punkt des A,, so ist er im hyperbolischen 
Raum e=—1, den wir bevorzugen, gemäß (22) ein idealer Punkt. Die von ihm 


beschriebene, durch Integration von (16) sich ergebende „Kurve“ £ ist also ganz außer- 
absolut, also geometrisch nicht vorhanden, — aber ihre Tangenten sind es! Es gilt 
nämlich der 


1. Satz. Die Tangente im Punkt £ der „Kurve“ & ist die Verbindungsgerade von £ 
mit x, also eine eigentliche Gerade. 


Der Beweis ist sehr einfach. Die Tangente der Kurve £ hat in laufenden Koordinaten y die Parameter- 


darstellung 
Veit uim it (vgl. (1O)I) q.0.d. 


Die Geraden x£ beschreiben also eine abwickelbare Regelfläche mit der „Kurve“ £ 
als Rückkehrkante. 


6. Aber auch über die „Kurve‘ £ kann man noch eine ganz allgemeine Aussage 
machen, die wir aber nur für n =2 und n = 3 aussprechen wollen. 


Zunächst für n = 2, wobei wir wie üblich statt des Index 0 den Index 3 schreiben. 
Wir beweisen zunächst den 

Hilfssatz. Die Gleichung der Normalen im Punkte x „der Kurve“ zist (x |y) =. 
Beweis. Die Gleichung der Tangente im Punkte z der „Kurve“ z ist die dreireihige Determinante 


ang 
up 
2 yp 
Der absolute Pol der Geraden (Ay) = 0 ist A* = A!| 4*| e4®. In unserem Fall ist A = zZ, wo die zz die zwei- 
reihigen Determinanten A, = ## — z?# u. zykl. sind. Die Normale ist die Verbindungsgerade von z mit dem 
absoluten Pol z%* der Tangente, hat also die Gleichung (24*y) = 0. Multipliziert man die linke Seite mit der 


= (ey) = 0. 

















od. 


um 





eT- 


ge 


N. 


lem 
der 
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Determinante (a*z*i*) + 0, wo a ein beliebiger Punkt ist, so erhält man wegen a* = cal} ea?| a®, (a*z) = (a|z) 

und (a*23*) = e(ar&) sofort 

(a| 2) e(azi) (a| y) 
1 0 «ey 
0 0 «@lw 


=( oder @|y)=0. 








Nun gilt der 
2. Satz. Die „Kurven“ & sind die Evolventen der absoluten Polarkurve der „Kurve“ x. 


Beweis. In laufenden Koordinaten y? ist die absolute Polarkurve der Kurve x die Hüllkurve der absoluten 
Polaren (z|y) = 0 der Punkte z, also bestimmt durch die beiden Gleichungen (z| y) = 0 und (| y) = 0. Mit 
(16) wird aus (z|y)= 0 


(23) Ely)=0 (d.h. die Normale der Kurven £) 
und damit aus (| y)= 0 r 
(24) Ely=0. 


Die absolute Polarkurve der Kurve z ist also die Hüllkurve der Normalen der Kurve £, d. h. deren Evolute. q. e. d. 


7. Bei n = 2 geben wir noch für zwei Beispiele die Ergebnisse der Integration an. 
Beschreibt x die Gerade (15), so ist ihre Polarkurve ihr Pol. Die Evolvente muß also für 
e =—1 ein außerabsoluter hyperbolischer „Zykel‘‘ sein. Die Integration ergibt wegen (22) 


(25) i = (— 885 - p! + Cs - q') cos « + pg'* sin « 


mit & als Integrationskonstanten. ?g* ist der absolute Pol der Geraden pg und « der 
Winkel zwischen den Geraden (15) und der Geraden z£. Die Geraden x£ bilden also mit 
den geodätischen Linien den konstanten Winkel «, wie es bei einer Parallelverschiebung 
nach Levi-Civitä der Fall sein muß. Daraus erkennt man, daß der Parallelismus der 
Riemannschen Differentialgeometrie vom nichteuklidischen (hyperbolischen oder elliptisch- 
Cliffordschen) Parallelismus toto genere verschieden ist. Es hängt ganz von der durch- 
laufenen Kurve ab. 


Beschreibt x den Kreis 

(26) x = So:08 9, "=So:-cap, "=Llo 
oder 

(z')? + (2?) = (2°)? T’e 
um den Ursprung mit dem Radius o, so ergibt sich die Kurve 
& = Co cosp sin {Co(p — 9)} — sin p cos {Co(p — P)} 
& = Cosin psin {Co(p — 9)} + cos p cos {Co(Pp— p)}}- 
= — eSosin {Co(p — P)} 


(27) 





Die Evolute von (27) ist die absolute Polarkurve von (26). Sie ist die (außerabsolute) 
Abstandslinie (21)? + (22)? = e(z?)?Cte mit der Achse 2? =(0 und dem Abstand o. 
Co(9 — 9,) ist der Winkel zwischen der Kreistangente im Punkte x und der Tangente z£ 
der Kurve (27). Er wächst also zwischen 9, und 9, + 2x von Obis2rCg S 2x, je nachdem 
e= + 1 oder — 1 ist. Er kehrt nur dann einmal mod 2x zu 9, zurück, wenn Co rational ist. 


8. Bein = 3, wo wir wie üblich statt des Index 0 den Index 4 schreiben, gilt zu- 
nächst der 
Hilfssatz. Die Gleichung der Normalebene im Punkte x der „Kurve“ z ist (z|y) =. 


Beweis. Die Gleichungen der Tangente im Punkt z der „Kurve“ z sind die Gleichungen zweier Ebenen 
(aziy) = 0, (bzöy) = 0 durch die Tangente und zwei beliebige Punkte a und b. (azöy) ist dabei eine vierreihige 
Determinante. Die Normalebene von z geht durch z und die beiden absoluten Pole «z2* und 5z3* der beiden 
Ebenen, wobei z. B. ax die Unterdeterminanten von y in (az#y) sind und der absolute Pol der Ebene (Ay) = 0 
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A= A,| A,| A,| 4, ist. Die Normalebene hat die Gleichung (= az3*5z3* y) = 0. Multipliziert man die link« 
Seite mit (a*b*z*&*) + 0, wo z.B. a* = eal| ea? | ea? | a* ist, so erhält man 
(@|2) 0 e(abai) (aly) 
(dla) ei) 0 Glw|_, 
1 0 0 «pw! 
0 0 0 «@ly: 
oder wegen (abxi) + 0 einfach (| y)=. 
Nun hat die absolute Polarebene des Punktes x die Gleichung 


(28) @|y)=®. 
Die Polarebenen der Punkte x bestimmen eine abwickelbare Regelfläche 


(29) @|y)=0, (|y) =. 
Aber die Gleichungen (29) sind wegen (16) keine anderen als die Gleichungen 
(30) Ely und Ejy=0. 


(£ |y) = 0 aber ist die Normalebene im Punkt £ der „Kurve“ £. Die beiden Gleichungen 
(30) bestimmen also den Ort der Schnittgeraden der Nachbarnormalebenen der Kurve £. 
Die Rückkehrkante dieses Ortes, d. h. der Ort der Mittelpunkte der Krümmungskugeln 
der Kurve £ ist gegeben durch die drei Gleichungen 


(31) e@|9=0, EjW=0, E]y=0, 
d.h. sie ist der Ort des Punktes 

(32) oy = EEE*. 
Er beschreibt die sog. Planevolute der Kurve £. 

Er hinwiederum ist kein anderer als der Punkt 


ze) 


(33) ey = zzi*, 
der die Rückkehrkante der abwickelbaren Fläche durchläuft, die von den absoluten 
Polarebenen von z erzeugt wird. Wir haben den 

83. Satz. Die Kurven £ sind die Planevolventen der von den Polarebenen der Kurve x 
erzeugten abwickelbaren Regelfläche. 

9. Wir geben noch die Ergebnisse der Integration für drei Beispiele an. Ist die 
„Kurve“ x der Kreis x! = Socos p, 2? = Sosin 9, 2? —=(0, x! = Co um den Ursprung 
mit Radius e in der Ebene 2° = 0), so erhält man wegen (22) 

& = cos a {Co sin [Co(p — 9)] c08 P — cos [Co(p — 9o)] sin P} 
&* = 008 a {Ce sin [Co(p — 9)] sin P + cos [Ce(p — 9)] cos P} 
&® =sin« Ä 
& = — esin «Sg sin [Co(P — 9o)] 

Sei x&’ die senkrechte Projektion von z£ auf die Ebene 2? = 0, so ist € = & | & [0 | &*. 
Es ergibt sich dann X (zd, 22) =«a, X (af, 22) =Co(p— 9) und X (z£, 22) =ß, 
so daß 

(35) cos P = cos a cos [Co(P — P)] 
gilt. Für die Gerade x = Cs»p + Ss -q dagegen erhält man 

(6) E=(—8S5s-p+Cs-)eosa+ vr +oPpg* A(a,»v,o konstant), 
wo r ein beliebiger Punkt, aber ein solcher ist, daß die Punkte p, g, r, fgqr* ein absolutes 
Poltetraeder bilden. 


(34) 
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Die Ebene durch die Gerade pg und den Punkt £ hat die Gleichung 
(37) EEE IV=0, 

ist also fest. In ihr bildet x£ mit 2 den konstanten Winkel «. 
Für die Schraubenlinie 


N hy ho 
Pr Di 2. ı_ 
(38) x! = Socosp, = Sosinp, = (os m CoC pr 


mit dem Grundkreis (z!)? + (22)? = T?o(z*)?, 2 = 0 und der Ganghöhe 

(39) h = 2nSo 
ist, wenn man 

(40) Sets 

u sin & = So, u cos « = So -Co -C?o, u? = S?o + S?o -C?o -C*o 

setzt, 
[& = A(Co So sin « — Sg cos a) sin P cos u(p — 9) + Co cos psin u(p — 9) 
& = — A(Co So sin « — Sp cos «) cos p cos u(P — 9) + Co sin p sin u(p — 9,) 


& —= A(So sin «-+ Co cos «) ce co8 u(P — 9) — esgsht sin u (9 — 9) 








& = — ei(So sin «+ Co cos «) sz cos u(p — 9) — eSgC SE sin u(p— p) 


zz ist die Kurventangente, (z |y) = 0 ihre Normalebene, die Ebene durch xx senkrecht 
zur Normalebene die sog. rektifizierende Ebene. Sei x£’ die senkrechte Projektion von z£ 
auf die letztere, dann ist X (x£’, xx) gleich dem konstanten Winkel «, (z£,2£') = u(p—Q,), 
I (zE, 22) = ß, so daß 


(42) c08 ß = c08 & cos u(P — 9) 


ist. Durchläuft x die Schraubenlinie, so bleibt « konstant, u(9 — 9) wächst von 0 bis 
2ru, wenn 9 von 9 bis 9 + 2x wächst, x sich um die Ganghöhe h hebt. Damit ist 
jeweils die Richtung von x nach £ geometrisch bestimmt. 








Dualisierbare Kurven im R’. 


Von Hermann Künneth in Erlangen. 





Von einer ebenen dualisierbaren stetigen Kurve wird außer der Existenz und Stetig- 
keit der Tangenten verlangt, daß jeder Kurvenpunkt Limes von Tangentenschnittpunkten 
ist, und so die Punktkurve als Erzeugnis ihrer Tangenten gewonnen werden kann (Tan- 
gentenkurve). Rosenthal [2]*) hat bewiesen, daß eine solche Kurve abgeschlossene 
Summe abzählbar vieler konvexer Bogen ist. Von einer dualisierbaren stetigen Raumkurve 
wird man dementsprechend außer der Existenz und Stetigkeit von Tangenten und 
Schmiegebenen fordern, daß jede Tangente Limes von Schmiegebenen-Schnitten und jeder 
Kurvenpunkt p Limes von Schnitten der Tangente in p mit Schmiegebenen ist, daß also 
die Punktkurve als Erzeugnis ihrer Schmiegebenen (Schmiegebenen-Kurve) gewonnen 
werden kann (1. Dualitätsbedingung) (3). 

Diese Forderungen genügen aber noch nicht, um den Rosenthalschen Satz auf die 
Raumkurve übertragen und um die Raumkurve auch als Erzeugnis ihrer Tangenten 
(Tangentenkurve) gewinnen zu können. Die Tangenten können sich noch sehr willkürlich 
verhalten. Eine Kurve im AR® soll daher erst dann als dualisierbar bezeichnet werden, wenn 
außer den obigen Forderungen auch folgende erfüllt sind: Sind T und o Tangente und 
Schmiegebene in einer Stelle p der Kurve und 7’ bzw. o’ Tangente bzw. Schmiegebene in 
einer zu p benachbarten Stelle p’, so soll, wenn p’ gegen p konvergiert, 

4. der Limes des Geradennetzes mit den Leitlinien 7 und 7’ zerfallen in das Ge- 
radenbündel mit dem Scheitel p und das Geradenfeld von o, 

2. der Schnittpunkt von T’ mit o gegen p und die 7’ mit p verbindende Ebene 
gegen o konvergieren (2. Dualitätsbedingung) (4). 

Für eine solche dualisierbare Raumkurve € gilt: 1. Die Tangentenspurkurve von €, 
d.h. die von den Schnittpunkten der Tangenten von € mit einer zu € fremden Ebene 
erzeugte Kurve, ist eine ebene dualisierbare Kurve. Daraus folgt nach einem Satz von 
Hjelmslev [1], daß 2. € abgeschlossene Summe von abzählbar vielen monotonen (also 
Bogen 3. Ordnung) ist (7). 

Aus der Existenz und Stetigkeit der Tangenten allein folgt schon, daß Spitzen in der 
Kurve nirgends dicht liegen, und aus der Existenz und Stetigkeit der Schmiegebenen und 
der 1. Dualitätsbedingung, daß die den Spitzen dual entsprechenden „Torsionsstellen“, 
in denen die Drehung der Schmiegebenen rückläufig wird, nirgends dicht liegen (5). 
Wenn sich in einer Stelle p von € gemeinsame Stellen von € mit der Schmiegebene in p 
häufen, müssen sich auch Spitzen von @ in p häufen, und dual können sich Stellen von €, 
deren zugehörigen Schmiegebenen durch p gehen, nur dann in p häufen, wenn sich Tor- 
sionsstellen von € in p häufen (6). 

Zur Unterscheidung der verschiedenen Singularitäten einer dualisierbaren 
Kurve € im AR® wird die Lage der Kurve, ihrer Tangenten und Schmiegebenen bezüglich 

*) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit, Ziffern in 
runden Klammern auf die Unterabteilungen der Arbeit. 
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des die Kurve begleitenden Dreibeins untersucht (8), wie auch die Beziehungen zwischen 
den Singularitäten von € und den Singularitäten einer Tangentenspurkurve von €. Es 
treten als Singularitäten auf außer den Spitzen und Torsionsstellen, die man auch als 
Rückkehrstellen der Punkt- bzw. Schmiegebenenkurve oder als O-dimensionale bzw. 
2-dimensionale Rückkehrstellen der Kurve bezeichnen kann, die 4-dimensionalen Rück- 
kehrstellen, hier „Verbiegungsstellen‘ genannt, als Rückkehrstellen der Tangenten- 
kurve (10), dazu noch die „stark singulären“, von Haupt [5] als „nicht ele- 
mentare‘ Stellen bezeichneten Häufungsstellen dieser Singularitäten. Für die elemen- 
taren Stellen, also Spitzen, Torsionsstellen, Verbiegungsstellen und normale (nicht singu- 
läre) Stellen und deren Kombinationen gibt es acht Möglichkeiten, die den acht Möglich- 
keiten der „vermittelnden signierten Permutationen‘“ bei differenzierbaren Kurven im R® 
nach Denk-Haupt [4] entsprechen (11). 

Den 1- bzw. 2-dimensionalen Rückkehrstellen der dualisierbaren Raumkurve @ ent- 
sprechen in einer Tangentenspurkurve von € die 0- bzw. 1-dimensionalen Rückkehrstellen, 
d. h. die Spitzen bzw. die Stellen mit Wendetangente. 

Die Forderungen und Ergebnisse für eine dualisierbare Kurve im AR? lassen sich ent- 
sprechend auf dualisierbare Kurven im AR" (n > 3) übertragen, was einer späteren Arbeit 
vorbehalten sein soll. 


1. Vorbemerkungen. 


1.1. Der Raum. Im dreidimensionalen projektiven Raum AR? liege eine involutori- 
sche elliptische Korrelation vor zwischen den Punkten und Ebenen (Pol und Polare) und 
den Geraden (konjugierte Polaren). 

1.2. Bezeichnungen. Punkte werden mit kleinen, Geraden mit großen lateinischen, 


Ebenen mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. 

Mit (G)® wird die Punktreihe, mit (G)? das Ebenenbüschel bezeichnet, dessen Träger 
G ist, mit (a)! bzw. (a)? das Geradenbündel bzw. Ebenenbündel mit dem Träger a, mit 
(x)? bzw. (x)! das Punkt- bzw. Geradenfeld in «. 


avb die durch a und 5 bestimmte Gerade. 
(a vb)’ die mit a vb inzidente Punktreihe, 
wenn a +5. 

ab die von a und 5 begrenzte Strecke auf 
(avb)®°. 

Gva die mit G und a inzidente Ebene, 
wenn a$G. 

G vH die vonG und H aufgespannte Ebene, 
wenn diese existiert. 

(G v H)! das Geradenfeld der Ebene G vH. 


aa ß die Schnittgerade von «& und ß. 

(x a ß)® das mit «a ß inzidente Ebenen- 
büschel, wenn & + ß. 

&ß das von & und ß begrenzte Ebeneninter- 
vall in (x a ß)?. 

Gıx der Schnittpunkt von G mit «, wenn 
G$a. 

G 1 H der Schnittpunkt von G und H, wenn 
dieser existiert. 

(G »ı H): das Geradenbündel mit GvH als 
Scheitel. 


Ferner bei windschiefem G und H: 


G’vH’=Uavb 
acG 
beH 


GıH?=Uaunpß 
Gea 
HEB 


d.h.@’vH’=G?ıH®=GYXH ist das Geradennetz mit den Leitstrahlen G und H, das 
in das Geradenfeld (G v H)! und das Geradenbündel (G a H)! ausartet, wenn G und H sich 


schneiden. 


1.3. Halbräume. Es sei a eG und a die Polare von a, H e « die konjugierte Polare 


zuG. 





86 Künneth, Dualisierbare Kurven im R®. 


Die beiden durch « und Ga « begrenzten 
offenen Intervalle von (G)’ seien bezeich- 
net als die durch a bestimmten Halb- 
geraden von (G)”. 

Mit [avb)’ wird die durch a bestimmte 
Halbgerade von (av)? bezeichnet, die 
b enthält, wenn 5 «. 


Die beiden durch x und H va begrenzten 
offenen Intervalle von (H)? seien bezeichnet 
als die durch & bestimmten Ebenenhalb- 
büschel von (H)%. 

Mit [& a 8)? wird das durch & bestimmte 
Ebenenhalbbüschel von (a A ß)*, das ß 
enthält, bezeichnet, wenn a & £. 


Bei Halbebenen und Punkt-Halbräumen muß immer ein Bezugspunkt, bei Ebenen- 
Halbbündeln und -Halbräumen immer eine Bezugsebene angegeben werden. 


Es sei p der Pol von n. 


Unter den durch & bestimmten Halb- 
räumen bezüglich pe x werden die von 
(&)° und (r)® begrenzten offenen Teilräume 
verstanden. 


Mit [&v5)° wird der durch & bezüglich 
p € & bestimmte Halbraum bezeichnet, der 
b enthält. 

Es sei peGea. 

Unter den durch G bezüglich p bestimmten 
Halbebenen von (&)® werden die beiden 
durch (G)® und (& a n)® begrenzten Gebiete 
von (&)® verstanden. 

Mit [Gv5)° wird die durch G bezüglich 
p € G bestimmte Halbebene von (G v b)® be- 
zeichnet, die b enthält (b € x). 


Unter den durch a bestimmten Ebenen- 
halbräumen bezüglich x 3 a werden die 
von (a)? und (p)? begrenzten offenen Teil- 
räume im Raume der Ebenen verstanden. 
Ebenen des gleichen Ebenenhalbraums 
schneiden die gleiche von a und p begrenzte 
Halbgerade von (a v p)”. 


Mit [aA ß)* wird der durch a bezüglich 
3 a bestimmte Ebenenhalbraum bezeich- 
net, der ß enthält. 

Es seiaeGen. 

Unter den durch G bezüglich x bestimmten 
Ebenenhalbbündeln von (a)? werden die 
beiden von (G)? und (a vp)? begrenzten 
Ebenenteilbündel verstanden. 


Mit [GA ß)® wird das durch G bezüglich 
r3G bestimmte Ebenenhalbbündel von 
(G a ß)? bezeichnet, das ß enthält (p $ ß). 


1.4. Umgebungen im R?. Eine Umgebung U°(a)!) von a im R® ist eine konvexe, 


zur Polaren « von a fremde, a enthaltende, offene Punktmenge; d. h.: Für jede Punktreihe 
(G)® ist der Durchschnitt (G)’ n U®(a) entweder leer oder ein offenes, zu (&)® fremdes 
Intervall von (G)®. 

Eine Umgebung W?(«) von x im Ebenenraum des AR® ist eine konvexe, zum Pol a 
von & fremde, & enthaltende, offene Ebenenmenge; d. h.: Für jedes Ebenenbüschel (G)? 
ist der Durchschnitt (G)? n W?(a) entweder leer oder ein offenes, zu (a)? fremdes Intervall 
von (G)?. 

Eine Umgebung V'!(G) von G im Geradenraum des AR? ist eine konvexe, G enthal- 
tende, offene Geradenmenge, die fremd ist zum Geradengebüsch, das die konjugierte 
Polare G’ von G zur Achse hat; d. h.: Für jede Erzeugendenschar einer Regelfläche 2. Gra- 
des, die G’ enthält, ist der Durchschnitt mit V!(G) entweder leer oder ein offenes Intervall 
dieser Erzeugendenschar, das @’ nicht enthält, und für jedes Strahlenbüschel ist der Durch- 
schnitt mit V!(G) entweder leer oder ein offenes Intervall dieses Strahlenbüschels, das 
keine G’ schneidende Gerade enthält. 


1) Der obere Index’0, 1,2 zeigt an, ob es sich um Umgebungen im Punkt-, Geraden- oder Ebenenraum 
handelt. Falls der obere Index fehlt, handelt es sich immer um Punktumgebungen. 
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1.5. plt) (Ost s1A) sei eine einparametrige Punkt-Schar, G(t) bzw. «(t) eine 
einparametrige Geraden- bzw. Ebenenschar im AR?®. p(t) bzw. G(t) bzw. «(t) ist die 
„Stelle“ der Schar, die dem Parameter t zugeordnet ist. Unter Punkt p(t), Gerade G(t), 
Ebene «(t) ist der Träger der Stelle im R® gemeint. 

1.6. Die e-Umgebung einer Stelle p(t,) bzw. G(t,) bzw. «(t,) enthält alle Stellen der 
Schar mit Parameter t, wenn |t—1,| < e; die vordere bzw. hintere e-Umgebung 
alle £, für die 0 <t,—t < ebzw.0 <t—1t,< e. Die vorderen und hinteren e-Umgebun- 
gen einer Stelle p(t,) sind hier offene Mengen und enthalten die Stelle p(t,) selbst nicht, 
doch können sie eine Stelle enthalten, die denselben Träger wie p(t,) hat. 

Unter e-Umgebungen sind also immer Umgebungen in der Schar (bzw. Kurve) p({t) 
oder G(t) oder «(t) zu verstehen und nicht Umgebungen im Punkt-, Geraden-, Ebenen- 
raum des R?®. 

Die Stetigkeit einer Schar wird mit Hilfe der Umgebungen im AR? definiert. 


2. Die Punktkurve. 


2.1. € sei eine Punktschar p(t). 
Forderung. (F1) Die Punktschar p(t) soll stetig sein. 


Eine stetige Punktschar werde „Punktkurve‘‘ oder kurz „Kurve“ genannt. Ein zu- 
sammenhängender Teil einer Kurve werde auch ‚Bogen‘ genannt. 


2.2. Eine vordere (hintere) Halbtangente in p, = p(ti,) an € erhält man als 
lim [p, v p)°, wobei p = p(t) einer vorderen (hinteren) e-Umgebung der Stelle p(t,) ange- 
i>4, . 


hört. 

Forderung 2. (F 2) In jeder Stelle p, = p(t,) von € existiert genau eine vordere und 
hintere Halbtangente, und beide Halbtangenten haben dieselbe Trägergerade, die „Tangente“ 
T(t,) = T, in p, an €: 

limp,vp= T,. 
t>h 
In der Forderung, daß e [Po v P)° immer existieren soll, ist eingeschlossen, daß es 


genügend kleine e- RR V(p,) von p(t,) gibt, so daß für alle p = p(t) e V(p,) mit 
t + 1, die Gerade p, v p existiert, also p(£) und p(t,) verschiedene Träger haben. In V (p,) 
gibt es daher außer p(i,) keine Stelle, die p, zum Träger hat. 
Die Tangenten von € bilden die Geradenschar T7(t), wobei 7(t) die Tangente in 
p = pt) ist. 
2.3. Eine vordere (hintere) Schmieghalbebene in p, = p(i,) an € erhält man 
Ps 
als lim [7', v p)°, wobei p = p(t) einer vorderen (hinteren) e-Umgebung der Stelle p(t,) 


t>b, 


angehört und 7, = T(t,) Tangente in p(t,) an € ist. 

Forderung 3. (F3) In jeder Stelle p, = p(t,) von € existiert genau eine vordere und 
hintere Schmieghalbebene, und beide Schmieghalbebenen haben dieselbe Trägerebene, die 
„Schmiegebene‘‘ o(t,) = o, in p, an €: 

lim T,vp= 0, 
> 

Auch hier soll in der Forderung 3 enthalten sein, daß es zu jeder Stelle p(t,) eine 
e-Umgebung der Stelle p(t,) gibt, die keine Stelle p(t) enthält mit t + i,, deren Träger auf 
dem Träger der Tangente 7'(t,) liegt. 
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Die Schmiegebenen von € bilden die Schmiegebenenschar o(t), wobei o(t) die 
Schmiegebene in p = p(lt) ist. 


3. Die Schmiegebenenkurve. 


3.1. Dualitätsbedingung 1. (D1) a) Alle Sätze sollen gelten, die man aus richtigen 
Sätzen über die Punktkurve p(t) erhält bei gegenseitiger Vertauschung von p(t) mit o(t), von 
v mit a, von dem oberen die Dimension bezeichnenden Index 0 mit 2. — b) Die Punktkurve 
p(t) und die Tangentenschar T(t) soll aus der Schmiegebenenschar o(t) auf duale Weise 
gewonnen werden wie die Ebenenschar o(t) und die Tangentenschar T(t) aus der Punkt- 
kurve pt). 

Es ist zu unterscheiden zwischen der Polarität, erzeugt im AR? durch die zugrunde 
gelegte elliptische Korrelation, und der Dualität zwischen den Punkten und Schmieg- 
ebenen der Kurve bzw. bei der Dualitätsbedingung II zwischen Punkten und Tangenten 
oder Schmiegebenen und Tangenten der Kurve. 

3.2. Aus Di ergibt sich in Verbindung mit den Forderungen F1, F2 und F3: 

Forderung 1*. (F1*) Die Schmiegebenenschar o(t) soll stetig sein. 

Eine stetige Ebenenschar werde ‚„Ebenenkurve‘“ genannt. 

3.3. Ein vorderes (hinteres) Schmiegebenenhalbbüschel in p, = p(i,) an € 


erhält man als lim [o,A 0)?, wobei o = o(t) einer vorderen (hinteren) e-Umgebung der 
t>L, 


Stelle o(t,) angehört. 

Forderung 2*. (F2*) In jeder Stelle p, = p(t,) von € existiert genau ein vorderes 
und hinteres Schmiegebenenhalbbüschel, und beide haben dieselbe Trägergerade. Diese fällt mit 
der Tangente T, = T(t,) zusammen: 


lim (0, vo) = T,. 
t>4, 


Folgerung: Zu jeder Stelle o(t) gibt es ein e, so daß die e-Umgebung der Stelle o(t) 
keine Stelle o(t') enthält mit t' +, die denselben Träger wie o(t) hat. 

€ kann also keine ebenen Teilstücke enthalten. 

3.4. ae o,sei fremd zu den Schnittgeraden o(t) aA o, = S(t) und kein o(t) habe den- 
selben Träger wie o(t,) für alle o(t) einer vorderen (hinteren) e-Umgebung W?(o,) von 
0 = 0(t,). G sei eine beliebige, nicht in o, liegende Gerade durch a. Dann treffen die 
Schmiegebenen o(t) e W?(o,) nach F 2* alle dieselbe durch a bestimmte Halbgerade von 
(G)’. Es ist dann von den beiden durch o, bestimmten Ebenenhalbbüscheln mit der Achse 
T, dasjenige vorderes (hinteres) Schmiegebenenhalbbüschel, dessen Ebenen dieselbe Halb- 
gerade von (G)? treffen wie die Schmiegebenen von W?(o,). 


3.5. Ein vorderes (hinteres) Schmiegebenenhalbbündel in p, = pft,) an € 
wird erklärt als lim [7', NY 0)?, wobei o = o(t) einer vorderen (hinteren) e-Umgebung der 
t>L, 


Stelle o(t,) angehört. 

Forderung 3*. (F3*) In jeder Stelle p, = p(t,) von € existiert genau ein vorderes 
und hinteres Schmiegebenenhalbbündel und beide haben denselben Träger. Dieser fällt mit dem 
Punkt p, zusammen: 

un (T,ao)= pP. 


Dies ist gleichbedeutend mit lim (7,A 5) = p,, wenn S = oft)A o,. 


t>L 
Folgerung: Zu jeder Stelle o(t) gibt es ein e, so daß die --Umgebung der Stelle o(t) 
keine Stelle o(t') enthält mit t’ + t, deren Trägerebene die Trägergerade von 7t) enthält. 
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4. Die Tangentenkurve. 


4.1. Dualitätsbedingung 2. (D2) a) Alle Sätze sollen gelten, die man aus rich- 
tigen Sätzen über die Punktkurve p(t) bzw. die Schmiegebenenkurve o(t) erhält bei gegen- 
seitiger Vertauschung von p(t) mit T(t) bzw. von o(t) mit T(t), wobei an Stelle von p bzw. o 
das Geradenbündel (p)' bzw. das Geradenfeld (0)! treten kann. — b) Die Punktkurve p(t) und 
die Schmiegebenenkurve o(t) soll aus der Tangentenschar T(t) gewonnen werden können auf 
entsprechende Weise wie die Tangentenschar T(t) aus der Punktkurve p(t) und der Schmieg- 
ebenenkurve oft). 


4.2. Aus D2 ergibt sich in Verbindung mit den Forderungen F1, F2, F3 bzw. 
F1*, F2*, F3*: 
Forderung 1**. (F1**) Die Tangentenschar T(t) soll stetig sein. 
Eine stetige Geradenschar werde „Geradenkurve‘ genannt. 
Forderung 2**. (F2**) Es sei in jeder Stelle T(t,)= T, der Tangentenkurve 
u T,XT= (po)! + (oo)", 
wobei 7 = T{t), pe = Plto), 0% = olt,)- 
Forderung 3**. (F3**) a) lim oa 7’ = p,, 
t>h 
b) imp, vT'= o,. 
!’>L, 
T' = Tt') sei eine Tangente, für die 7’ € (o,)! und p, € (7’)°; solche Stellen p(t’) gibt es 
in jeder e-Umgebung von p(t,), da € keine ebenen Teilstücke enthält (Folgerung aus 
F2*) und dual dazu gemäß D1 die Schmiegebenen in den Stellen einer e-Umgebung 
V°(p,) von p(t,) nicht alle durch p, gehen können (sonst hätten nach F 3* alle p(t) e V*°(p,) 
denselben Träger p, im Widerspruch zu F’2). 


4.3. Folgerungen aus F2** und F3**. Es sei V!(7,) eine e-Umgebung von 
T,= T(t,) auf der Tangentenkurve. 
r und « seien so gewählt, daß für jedes 7 e V*(7,) gilt:r€ Tund T$a. 
Falla. In p(t,) häufen sich die Stellen p(t’), für die 7’(t’) vr mit 7(t,) vr zusammen- 
fällt. Dann ist 7(t,)vr= o, (nach F3) und 
lim 7, T(t') = lim T, v (o(t') a o,) = lim T,A o(t') = p, (nach F 3*). 
t'>bh t’>h t>L, 
Fallb. In p(t,) häufen sich die Stellen p(t’), für die 7(t!') a « mit 7(t,) A «& zusam- 
menfällt. Dann ist 7(t,)a& = p, (nach F3*) und 
lim 7,v T(t) = lim T,v(p(f) vp,) = lim T,vp(t') = o, (nach F 3). 
v>4 v>, v>4 
Trifft Fall a bzw. Fall b nicht zu, dann ist 


lim T,a(rvT)=p, (Eigenschaft Z,) 

t>4, 
bzw. lim T,v(xaT)=o, (Eigenschaft Z,); 

i>L, 
dies folgt, wenn r € o, bzw. p,$ &, aus F 2**, wenn r € o, bzw. p, € &, aus F 3**a bzw. F 3**b; 
denn 

T,a(rvT)=T,alrv(Tao,)] 
bzw. T,a(avT)= T,v[aa(Tvp)]- 
Aus E, und E, folgt umgekehrt F 2** und F3** aund b, wenn nicht alle Geraden einer 

Teilschar der Geradenkurve 7(t) mit einer Ebene oder einem Punkt inzident, sind. 
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’ Eine Kurve heißt „‚dualisierbar‘‘, wenn sie die Forderungen F1, F2, F3, F 1*, F 2*, 
F 3*, F1**, F2**, F3** erfüllt. 


5. Spitzen und Torsionsstellen. 


5.1. Eine Stelle von €, bei der die vordere mit der hinteren Halbtangente zusam- 
menfällt, ist eine „Spitze“. 

Satz. In einer Kurve, welche die Forderungen F1, F2 und F 1** erfüllt, liegen die 
Spützen nirgends dicht. 

Beweis indirekt. Angenommen es gäbe einen Teilbogen €’ von €, in dem die 
Spitzen dicht liegen. Es sei p, e €’ eine Spitze, U,(p,) < €’ eine e-Umgebung von p,, L eine 
Gerade, die mit keiner Tangente in einer Stelle von U,(p,) in einer Ebene liegt. Wegen der 
Stetigkeit der Tangente (F1**) gibt es solche Geraden. Es gibt daher eine (genügend 
kleine) Umgebung V,(p,) < U,(pı), so daß V,(pı) — pı auf einer Seite der Ebene Lvp, 
liegt, da p, Spitze ist und die Tangente in p, an € nicht in Z v p, liegt. 

V.(pı) sei ferner so gewählt, daß wenn V,(p,) — pı in die vordere Umgebung 
V;’(p,) und die hintere Umgebung V;(p,) zerfällt, daß dann jede Ebene durch Z, welche 
mit V;(p,) eine Stelle gemein hat, auch (mindestens) eine Stelle mit V}’(p,) gemein hat. 

Ps € Vi(p,) sei Spitze. V,(p,) < V;(p,) sei eine vordere, V5’(p,) < V;(p,) eine hintere 
Umgebung von p,, so daß jede Ebene durch Z, welche mit V;(p,) eine Stelle gemein hat, 
auch (mindestens) eine Stelle mit V5’(p,) gemein hat, außerdem eine davon verschiedene 
mit V7’(p,), da V7’(p,) » Vy(p.) = 0 ist wegen V3’(p,) < V;(pı)- 

Man erhält schließlich für n = 2,3,...: 

Pn € V„-ı (Pa) sei Spitze. V.(p.) < V.-ılP.-ı) sei eine vordere, Vv„ (pu)< Fana (Pa-ı) 
eine hintere Umgebung von p,, so daß jede Ebene durch Z, welche mit V,(p,) eine Stelle 
gemein hat, auch (mindestens) eine Stelle mit V,'(p,) gemein hat. Außerdem hat diese 
Ebene auch Stellen mit zu einander fremden V;’(p,) ((=1,2,...,n —1) gemein, also 
mindestens n + 1 verschiedene Stellen mit €'. 

Es sei lim Z v p„ = A. Wegen der Stetigkeit von € (FI) hat A unendlich viele (ver- 


n>00 


schiedene) Stellen mit €’ gemein, g,, 9», 9-5; ge 4; e Vi’ (p); Vi (p) r Vr(p,) = 0 
für i+k. Sei g ein Häufungspunkt dieser Punkte g; (i=1,2,3...).Q = limg vg, ist 
>00 


Tangente in gan € (F 2) und liegt in A. Es liegt aber auch Z in A im Widerspruch mit der 
Annahme über ZL. 

5.2. Ist €’ eine Teilkurve von € ohne Spitzen und Z eine Gerade, die für kein 
p(t) e € mit der Tangente 7(t) einen Punkt gemein hat, dann drehen sich die Ebenen 
Lvpi(pi = pt) e €’) streng monoton, d.h. ist a; = Lvp,,soista; + a, füri + k, denn 
die vordere und hintere Halbtangente in p, müssen auf verschiedenen Seiten von Lvp; 
liegen. 

6.3. Torsionsstellen. Aus D1 folgt, daß, wenn für die Ebenenkurve € die For- 
derungen F 1*, F 2*, F 1** erfüllt sind, auch die Stellen nirgends dicht in € liegen können, 
bei denen das vordere Schmiegebenenhalbbüschel mit dem hinteren zusammenfällt, bei 
denen also die Schmiegebenen o = oft) in den Stellen einer (genügend kleinen) vorderen 
e-Umgebung W?(o,) von o, = o(t,) und die Schmiegebenen in den Stellen einer hinteren 
e-Umgebung W*(o,) eine Gerade ZL, die o, in g schneidet, in derselben von qg bestimmten 
Halbgeraden treffen, wenn Z weder 7'(t,) noch o, a o(t) für o(t) e W?(o,) oder o(t) € W*(o,) 
trifft (3. 4). 

Eine solche Stelle sei „Torsionsstelle‘‘ genannt. 











es 
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Satz 1*. /n einer Ebenenschar, welche die Forderungen F 1*, F 2* und F 1** erfüllt, 
liegen die Torsionsstellen nirgends dicht. 

5.4. Dual gemäß D 1 zu 5. 2. ergibt sich: Ist €’ eine Teilkurve der Ebenenkurve € 
ohne Torsionsstellen und Z eine Gerade, die mit keiner Tangente in den Stellen o, = o(t,) 
von C’ einen Punkt gemein hat, dann ändern sich die Schnittpunkte der Schmiegebenen o, 
mit L streng monoton, d.h. ist ;=Lao,soist ,; #gq: füri+k. 


6. S-Stellen. 


6.1. Eine Stelle p, = p(t,) auf €, die nicht Häufungsstelle von Spitzen ist, bei der 
aber jede vordere oder hintere e-Umgebung von p(t,) unendlich viele sich gegen p, häu- 
fende Schnitt- oder Stützstellen mit der Schmiegebene o, = o(t,) hat, heiße „S-Stelle‘?). 

Satz 2. Eine Kurve, welche die Forderungen F1,F 2, F 3 und F 3**a erfüllt, hat keine 
S-Stellen. 

Beweis. € sei eine Kurve, welche die Voraussetzungen von Satz 2 erfüllt, 
Po = plt,) €e € sei eine S-Stelle, V(p,) sei eine vordere e-Umgebung von p, auf €, die 
unendlich viele sich in p, häufende Schnitt- oder Stützstellen p, = p(t,) mit der Schmieg- 
ebene o, = o(t,) gemein hat, aber keine Spitzen enthält. C’ sei ein Teilbogen von V(p,), 
der von den Schnitt- oder Stützstellen p; €e o, und pı € o, begrenzt wird. Es sei r, die 
Polarebene von p, und z,1 0, = L. Wenn p den Bogen €’ durchläuft, dreht sich die 
Ebene L vp monoton um L, solange L von keiner Tangente in p geschnitten wird, da 
V(p,) keine Spitzen enthält (5. 2). Andererseits folgt aus Lv, =Lvp: = o, daß die 
Drehrichtung sich mindestens einmal ändern muß. Da nämlich V(p,) fremd zu x, gewählt 
werden kann gemäß Fl, ist eine volle Umdrehung nicht möglich. Es gibt also zwischen je 
zwei Schnitt- oder Stützstellen von V(p,) mit o, mindestens eine Stelle p(t’) $ o,, in der 
die Tangente Z schneidet; diese Stellen würden sich in p, häufen; das widerspricht der 
Forderung F 3**a, nämlich daß lim 7(t') a o, = p, sein soll. 


’> 
6.2. S’-Stellen. Dual gemäß DI zu den S-Stellen erhält man die S’-Stellen o(t,), 
bei denen es in beliebig kleinen vorderen oder hinteren torsionsstellenfreien e-Umgebungen 
von o(t,) Stellen o(t) gibt, deren Träger durch p(t,) gehen. Aus Satz 2 und D 1 folgt 
Satz 2*. In einer Ebenenkurve, welche die Forderungen F 1*, F 2*, F3* und F3**b 
erfüllt, gibt es keine S'-Stellen. 


7. Die Tangentenspurkurve. 


7.1. € sei eine dualisierbare Kurve. « sei eine Ebene, die mit, € einen leeren Durch- 
schnitt hat. Eventuell werde eine Teilkurve €’ < € gewählt, die diese Bedingung erfüllt. 
Es kann z. B. €’ eine vordere zu o(t,) fremde e-Umgebung von p(t,) sein und o(t,) an 
Stelle von & treten. Es sei a T(t,) = 9: = g(t,). Die Stellen g(t,) bilden die Tangenten- 
spurkurve S von Cin a. Aus der Stetigkeit von 7(t,) und, weil 7'(t,) € «, folgt die Stetig- 
keit von g(t,). Aus E,(4.3) folgt: 


lim g(t,) vg(t)=lim (T,ao)v(T,ao)=limaa[T,v(aaT;)] 
w>u u>b > 


= a1alim[7T,v(aa T,)]=oauo,. 
> 
Es existiert daher in g, und ebenso in jeder Stelle g(i,) von $ die Tangente L(t,) und 
es ist 
L(t)=L,=auoft,) Tangente an S in g(t,). 


®) Schnitt- oder Stützstellen können in o, aus dem gleichen Grunde nicht dicht liegen, aus dem keine ebenen 
Kurvenstück« auftreten können (8. 8). 


12* 
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Den Torsionsstellen von € entsprechen in S die Stellen mit Wendetangente (5. 4). 
Die L(t,) bilden eine ebene stetige Geradenschar. 
7.2. Aus F 2* folgt: 
lim Z;, a L, = lim (o(t,) a &) a (o(t,) aa) = lim(olt)ao,)aa= T,raa=g- 
> 237 tb, 
Daraus und aus der Stetigkeit von o(t;) und L(t,) folgt aber, daß S eine ebene 
dualisierbare Kurve ist. 


Satz 3. Die Tangentenspurkurve einer dualisierbaren Kurve im R® ist eine ebene 
dualisierbare Kurve. 

7.8. Nach einem Satz von Rosenthal?) besteht daher S aus höchstens abzählbar 
vielen konvexen Bogen und deren Häufungsstellen, und nach einem Satz von Hjelmslev*) 
setzt sich jeder differenzierbare spitzenfreie Bogen im R®, dessen Tangentenspurkurve in 
einer Ebene sich aus einer endlichen Zahl monotoner?) (d.h. hier konvexer) Bogen zu- 
sammensetzt, selbst aus endlich vielen monotonen Bogen zusammen. Hieraus und aus 
Satz 1 ergibt sich: 


Satz 4. Jede dualisierbare Kurve im R® ist abgeschlossene Summe abzählbar vieler 
monotoner Bogen. 

Für monotone Bogen folgt umgekehrt aus dem Satze von der Windungsmono- 
tonie der Maximalsekanten in [3], Seite 104, das Erfülltsein der Forderung 3* aus 
lim c, = 0, von Forderung 2* daraus und aus limc,:c, = 0 und von Forderung 1* 
daraus und aus lim 6,:, =. 

7.4. Eine Stelle heiße „stark singulär“, wenn keine vordere oder hintere e-Um- 
gebung der Stelle monoton ist. Von Haupt werden diese Stellen in [5], Seite 255, als 
„nicht elementar“ bezeichnet. 

Die stark singulären Stellen liegen nach Satz 4 in einer dualisierbaren Kurve nirgends 
dicht. 

Es soll nun noch untersucht werden, 1. welche Arten von Singularitäten überhaupt 
bei einer dualisierbaren Kurve im A? auftreten können und wie die Singularitäten der 
Raumkurve mit denen ihrer Tangentenspurkurve zusammenhängen, 2. wie Punktkurve 
und Schmiegebenenkurve zum begleitenden Kurvendreibein liegen. Auf letztere Frage 
soll zunächst eingegangen werden. 


8. Das Kurvendreibein und die Punkt- und Ebenen-Umgebungsoktanten. 


8.1. € sei eine dualisierbare Kurve im AR®. Die Polare von p, = p(t,) € € sei n,, der 
Pol von o, = aoft,) sei s,, die konjugierte Polare zu 7, = 7(,) sei 7, 

Es entsprechen sich dual — in Zeichen = — nach D 1 folgende Punkte, Ebenen und 
Gerade: 

Pro; my ms; Tem T; T, m Tip vso= Bram =F,. 

B, heißt „Binormale“ von € in p.- 

PoYV (T, A0,) = H, > OpA (T, vp,) = H,. H, heißt „Hauptnormale‘“ von Cinp,. 
T , Bo, H, bilden das „Kurvendreibein‘ der Punktkurve € in der Stelle p(t,). 


s) [2], Seite 521. 

*) [1], Seite 74. 

®) Ein Bogen der Kurve p(i,) heißt monoton, wenn für je vier Stellen p(t,), ?(ta), P(ta), Pi tı <h<t,<t 
die von p(t,), P(tz), P(ts), P(l,) ausgespannten Tetraeder nicht ausgeartet und immer gleich orientiert sind. 
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8.2. Durch das Kurvendreibein werden drei Ebenen bestimmt, denen dual drei 
Punkte entsprechen: 

T,vH,=%n”mPp; TevBe m TaaFf,= Tran; HuvBo m H,aAF,= H,rn- 
Von den vier Ebenen o,, T,V By, Hu, v B, und rn, werden acht (offene) Punkt-Oktanten 
begrenzt, die „Punkt-Umgebungsoktanten‘ (abgekürzt PO) von p(t,) bezüglich €. 


8.3. p(t,) e € sei nicht Häufungsstelle von Spitzen oder Torsionsstellen. Dann gibt 
es eine vordere (hintere) e-Umgebung V°(p,) der Stelle p(t,), die zu o, fremd ist gemäß 
Satz 2 (6.1). Wenn V°(p,) genügend klein ist, ist es auch fremd zu B, v H, wegen F2 
und fremd zu 7, v B, wegen F 3. Ein solches V°(p,) liegt daher ganz in einem PO. 


8.4. Der durch o, bestimmte Punkt-Halbraum bezüglich p,, in dem V°(p,) liegt, 
heiße oberhalb, der dazu komplementäre unterhalb o, gelegen. Es empfiehlt sich über- 
haupt weiterhin den offenen Raum R®—.n, als euklidischen Raum der Betrachtung zu- 
grunde zu legen mit der uneigentlichen Ebene r,. Die Ebenen durch 0,A x, = F, sollen 
demnach „parallel‘ zu o,, die Geraden durch s, „senkrecht‘ zu o, heißen. 

8.5. Der PO, in dem V°(p,) liegt, sei der PO1. Die übrigen PO werden so nume- 
riert, daß PO1 nur durch H,v B, von PO2 getrennt ist, dieser nur durch 7,v B, von 
PO3, dieser nur durch H, vB, von PO4, dieser wieder nur durch 7, vB, von PO1A ge- 
trennt ist. Alle diese PO liegen oberhalb von o,. Die unterhalb o, liegenden PO werden so 
numeriert, daß PO(i + 4) unterhalb POi liegt (i = 1, 2, 3, 4). 

8.6. Dual werden im Ebenenraum durch die vier Ebenenbündel (p,)?, (7, A 7,)?, 
(H,A7,)? und (s,)? acht (offene) Ebenenoktanten begrenzt, die „Ebenen-Umgebungs- 
oktanten‘“ (abgekürzt EO) von o, bezüglich €. Im euklidischen Raum R®?—.n, ist 
(T,Ar,)? das zu 7T,„,(H,Anr,)? das.zu H, parallele Ebenenbündel, (s,)? das zu o, senk- 
rechte Ebenenbündel. 

Da p(t,) nicht Häufungspunkt von Torsionsstellen ist, gibt es vordere (hintere) 
e-Umgebungen W?(o,) der Stelle o(t,) = o,, die zu p, fremd sind gemäß Satz 2*. Wenn 
W°(o,) genügend klein gewählt wird, ist es auch fremd zu (s,)? wegen F1*, fremd zu 
(H, a n,)? wegen F 2* und zu (7, A r,)? wegen F 3*. W?(o,) liegt daher ganz in einem EO. 


8.7. Die vordere Halbtangente von T', sei 7,, die dazu komplementäre Halbgerade 
T,. Die durch p, bestimmte oberhalb von o, liegende Halbgerade von B, sei B,, die 
unterhalb o, liegende B,'. Die durch p, bestimmte Halbgerade von H,, die in demselben 
durch 7, v B, bezüglich p, bestimmten Halbraum liegt wie V°(p,), sei H,, die dazu kom- 
plementäre Hy’. 

Es sei nun die e-Umgebung V(p,) von p(t,) spitzen- und torsionsstellenfrei und so 
gewählt, daß V(p,) ganz im POA liegt und auch alle Schmiegebenen in den Stellen von 
V(p,) dem gleichen EO angehören. Die acht EO unterscheiden sich dadurch voneinander, 
je nachdem welche der Halbgeraden von T'\,, H,, B, von den Ebenen des betreffenden EO 
geschnitten werden. Die vier EO, deren Ebenen B, bzw. Bj’ schneiden, seien als die oberen 
bzw. unteren EO bezeichnet. Die oberen werden numeriert mit I, II, III, IV, die unteren 
mit V, VI, VII, VIII, und zwar sollen schneiden die Ebenen von EO I und EOV die Halb- 
geraden 7, und A,, die Ebenen von EOII und EOVI die Halbgeraden Ty' und H,, 
die Ebenen von EO III und EO VII die Halbgeraden 7% und Ay, die Ebenen von EO IV 
und EO VIII die Halbgeraden 7, und Hy. 

8.8. Es sei p e V(p,), V(p.) im POA, pvT,= x und [0,4 «)? das Ebenenhalb- 
büschel HB I, das dazu komplementäre das Ebenenhalbbüschel ZB II. Die Punkte der 
PO14,2,7,8 liegen also auf Ebenen von HBI, die Punkte der PO3, 4, 5,6 auf Ebenen 
von HB11l. 
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Um zu bestimmen, welchem EO die Schmiegebenen o(t,) eines hinreichend kleinen 
W*(o,) angehören müssen, damit jr [o, a o(t,))? = HBI bzw. HBIl, betrachtet man 


den Schnitt der Schmiegebenen olt)ı mit einer zu o, senkrechten Geraden G, die o, in der 
durch 7‘, bestimmten Halbebene bezüglich p, schneiden möge, in der Hy, liegt. G sei außer- 
dem fremd zu allen Schnittgeraden o(t;) a o, für o(t;) e W?(o,). Trifft, o(t,) die oberhalb 
bzw. unterhalb o, befindliche Halbgerade von G, so gehört W?(o,) den EO III, IV, V 
oder VI an bzw. den EO I, II, VII oder VIII; es ist Ben rn 1 0(t,)® = HB 1 bzw. HB 11. 


Man erhält also dasselbe vordere (hintere) a ea wenn W?(o,) den 
EO III, VI, V, VI angehört, ebenso wenn W?(o,) den EO I, II, VII, VIII angehört. 

8.9. Ist die vordere e-Umgebung V(p,) von p(t,) = p, ein monotoner Bogen und liegt 
V(p,) im POA, so gibt es eine vordere e'-Umgebung V’(p,) < V(p,) von p(t,), so daß die 
Schmiegebenen in den Stellen von V'(p,) alle dem EO IV angehören. 

Dies folgt aus dem Satz von der Windungsmonotonie für elementare Kurven®) und 
ist auch noch richtig, wenn von V’(p,) nur verlangt wird, daß es spitzen- und torsions- 
stellenfrei ist. Da von letzterer Erweiterung im folgenden kein Gebrauch gemacht wird, 
wird der ziemlich umständliche Beweis hierfür hier nicht gebracht. 


9. Die Umgebungsquadranten der Tangentenspurkurve. 


9.1. V(p,) sei eine vordere spitzen- und torsionsstellenfreie e-Umgebung von p(t,) 
in €, & eine zu V(p,) fremde, 7, in g, schneidende Ebene. aA T(t) = g(t), also 
%= lt); Ar 0clt) = L;an(lB,vT,)= Lo- var 

Auf den vier durch g, bestimmten Halbgeraden von Z, und L, wird je ein Punkt 
angenommen. Diese vier Punkte z,, z,, 2;, x, bilden ein Viereck im R® — rn. Es sei V(p,) 
so klein gewählt, daß die Tangentenspurkurve von V(p,) in «x ganz im Innern dieses Vier- 
ecks x, 2, 2; 2, liegt, das seinerseits so klein sei, daß es ganz dem Halbraum 


[(H, vB.) v 9,)° angehört. Z, und ax teilen das Viereck in vier offene Teile (‚, Quadranten‘“), 
von denen je einer dem PO1, PO4, PO5, PO8 von p, bezüglich € angehört. Sie seien be- 
zeichnet mit Q@1, 04, 05,08, wobei Q1 in PO1 liegt usw. O1 und Q4 sind die oberen, 05 
und 08 die unteren Quadranten. 

9.2. Die Tangentenspurkurve von V(p,) in & ist eine vordere e-Umgebung W (g,) 
von g(t,) auf der Tangentenspurkurve g(f) von € in a. Es soll gezeigt werden: 

W (g,) liegt ganz im Quadranten Q1, wenn V(p,) genügend klein ist und ganz im POA 
liegt. 

Es ist olt)a& = L(t) Tangente an W(g,) in g(t) = T(t)a« (7.1), wenn pi) e 
V(p,), und W(g,) ist ein dualisierbarer Bogen (7. 2). Es gibt also eine zu L, fremde 
e-Umgebung W'(g,) < W(g,), da L, Tangente an W(g,) in g, ist. 

9.3. & schneidet die vorderen Halbtangenten jeder Stelle von V(p,), da V(p,) 
spitzenfrei und 9, = «A T, ist. Da V (p,), W'(g,) und die zwischen p(t) und g(t) liegenden 
Abschnitte der vorderen Halbtangenten von 7(t) für p(t) e V(p,) zu m, fremd sind, läßt 
sich wieder die euklidische Ausdrucksweise verwenden wie in 8. 

Eine Tangente 7(t) heiße steigend bzw. fallend, wenn ihre hintere (also & nich. tref- 
fende) Halbtangente oberhalb bzw. unterhalb der zu o, parallelen Ebene f(t) durch p(t) 
liegt. Ist 7'(t,) steigend, dann liegen auch die Träger der Stellen einer hinteren e-Umgebung 
der Stelle p(t,) oberhalb /(t,), während p, unterhalb dieser Ebene liegt. Der von p(t,) 


*) [8], Seite 104. EO IV ist nach den dortigen Bezeichnungen gleichbedeutend mit e, > 0, 5, < 0,5, > 0. 
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und p, begrenzte Teilbogen von V(p,) muß also mit f(t;) einen Punkt p, gemein haben, 
wobei eine hintere e-Umgebung und damit die hintere Halbtangente der Stelle p(t;) 
unterhalb £(t,) = £(t,) liegt. 7‘(t,) ist also fallend. Es gibt daher entweder eine Umgebung 
W'"(g,) <W'(g,), die ganz in Q1 oder ganz in Q4 liegt, da W''(q,) nL, = 0, oder g, ist 
Häufungspunkt von Stellen g(t,) mit steigenden und fallenden und daher auch zu o, 
parallelen Tangenten 7(t;). Das stünde aber im Widerspruch zu F 3**a. 


9.4. Es ist noch zu zeigen, daß W’’(g,) nicht in Q@4 liegen kann. W"’'(g,) sei Tangen- 
tenspurkurve von V'(p,) < V(p,), p(t,) e V’'(po), q(tı) eQ&4 und y(t,) diezu 7, vB, par- 


Pi 

allele Ebene durch p,; = p(t,). Dann liegen g(t,) und p, im Halbraum [y(t,) v p,)°, die 
hintere Halbtangente und damit eine hintere e-Umgebung von p(t,) in dem dazu komple- 
mentären Halbraum. Dies kann nicht für alle Stellen von V’’(p,) gelten, ebenso wie nicht 
nur steigende Tangenten auftreten können. 

Es müßte daher auch zu y(t;) und damit zu 7, v B, parallele Tangenten geben. Zu 
T,v B, parallele Tangenten 7(t,) = p(t;) v g(t,) kann es aber nicht geben für p(t,) e V''(p,), 
denn p(t,) und g(t;) liegen nicht im gleichen durch 7, v B, bezüglich p, bestimmten Halb- 
raum. Daraus folgt, daß W''(g,) in @1 liegt. 


10. Verbiegungsstellen. 


10.1. Hilfssatz. Ist p, = p(t,) e € nicht stark singulär (7.4) und weder Spitze 
noch Torsionsstelle, und liegt eine vordere e-Umgebung von p(t,) ganz im PO1, dann gibt 
es eine hintere (monotone) e’-Umgebung V’(p,) von p(t,), die ganz im PO3 oder PO6 
liegt. 

Beweis. PO1, 4, 5, 8scheiden aus, da sonst p, Spitze wäre. Läge V’(p,) im PO2 oder 
PO7, so müßten die Schmiegebenen in den Stellen von V’(p,) dem EO III bzw. EOVI 
angehören; denn vertauscht man die Orientierung von €, also vordere und hintere e-Um- 
gebung, und tritt PO2 an Stelle von PO1, dann tritt 7%, an Stelle von 7, also EO III an 
Stelle von EO IV, tritt aber PO7 an Stelle von PO1, so werden die von den Schmiegebenen 
geschnittenen Halbgeraden von T‘,,H,, B, durch die komplementären Halbgeraden 
ersetzt, also EOIV durch EOVI. p(t,) ist dann aber Torsionsstelle (8. 8, Schlußsatz). 

Wenn eine hintere e'-Umgebung von p(t,) im PO3 liegt (und eine vordere e-Um- 
gebung von p(t,) im PO1), dann heiße p(t,) „Verbiegungsstelle“. 

Man erhält daher 

Satz 5. Ist p(t,) nicht stark singulär und weder Spitze noch Torsionsstelle noch Ver- 
biegungsstelle, und liegt eine vordere e-Umgebung von p(t,) im PO1, so liegt eine hintere 
e'-Umgebung von p(t,) im PO6. 

Eine solche Stelle werde ‚normale‘ Stelle genannt. 

10.2. Es sei nun V’(p,) eine monotone, also spitzenfreie, hintere e'-Umgebung von 
p(t,) und liege ganz im PO3, p(t,) sei also Verbiegungsstelle, ferner sollen die Schmieg- 
ebenen o(t) in den Stellen p(t) von V’(p,) einem EO angehören, der in Analogie zu 8. 9 
der EO II sein muß. (Vertauschung von 7, und 4, mit den dazu komplementären Halb- 
geraden.) o(t) schneidet 7, H, und B,; und ist daher fremd zu PO8. Wird die Ebene « 
wieder in gleicher Weise gewählt wie in 9. 1, so ist o(t)a « = L({t) fremd zu dem Quadran- 
ten 08 von a, und daher auch die Tangentenspurkurve W’(g,) von V’(p,) fremd zu Q8. 

Wir behaupten: Es gibt eine hintere e'-Umgebung V"(p,) < V’(p,) von p, deren 
Tangentenspurkurve W'' (q,) in x mit keinem der oberen Quadranten von x Punkte gemein hat. 

Beweis. Analog wie in 9. 3 gezeigt wurde, daß es in einer vorderen spitzenfreien, 
im PO1 liegenden e-Umgebung von p(t,) nicht nur Stellen mit steigender Tangente gehen 
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kann, ergibt sich hier, daß es in V’(p,) nicht nur Stellen mit fallender Tangente geben kann. 
Bei steigenden und fallenden Tangenten müßte es wegen der Stetigkeit der Tangenten 
auch zu o, parallele Tangenten geben. Diese können sich aber wegen F 3**a in p, nicht 
häufen. Es gibt daher eine e’”’-Umgebung V’’(p,)< V’(p,) von p, mit nur steigenden Tan- 
genten. Wenn die Tangente 7(t) in p(t) e V’’(p,) steigend ist, bedeutet das aber, daß die 
hintere Halbtangente in p(t) oberhalb der zu o, parallelen Ebene durch p(t) liegt. Es muß 
daher o, von der vorderen Halbtangente getroffen werden. Da p(t) e V’(p,) und 


T(t)axe[(H,vB,) y 90)’ (9.1) auf verschiedenen Seiten von H,vB, liegen, und da 
T(t) a o, wegen F 3**a in einer zu & fremden Umgebung von p, liegt bei genügend kleinem 
V'"(p,), muß der Schnittpunkt der vorderen Halbtangente von 7(t) mit o, zwischen p(t) 
und T(t) a «liegen; T(t)a & muß daher unterhalb o, liegen, also in 05. 

Ergebnis: Die Tangentenspurkurve W"'(q,) von V"'(p,) liegt in Q5. 

10.3. Da die Tangentenspurkurve W(g,) einer vorderen e-Umgebung V(p,) von 
p(t,) in Q1 liegt (9.4), hat der dualisierbare Bogen W(g,) + 9 + W"'(g,) in g, eine 
Spitze mit der Tangente L,. Da die Spitzen in einem dualisierbaren Bogen nirgends dicht 
liegen und die stark singulären Stellen in € nirgends dicht liegen, folgt 

Satz 6. Die Verbiegungsstellen liegen in einer dualisierbaren Kurve im R® nirgends 
dicht. 

10.4. Die Tangentenspurkurve einer vorderen e-Umgebung V(p,) von p(t,) in der 
wie in 9. 1 gewählten Ebene « liege ganz im Quadranten Q1. Dann läßt sich mit den glei- 
chen Schlüssen wie in 10.3 zeigen, daß die Tangentenspurkurve einer genügend kleinen 
ganz im PO6 liegenden hinteren e’-Umgebung V’(p) von p(t,) ganz im Quadranten Q4 
liegt, daß also die Tangentenspurkurve von V(p,) + po + V’(p,) in g, keine Spitze hat. 
Daraus folgt: 

Satz 7. Die Tangentenspurkurve eines von stark singulären Stellen, Spitzen und Tor- 
sionsstellen freien Bogens hat dann und nur dann eine Spitze, wenn die entsprechende Stelle 
des Bogens Verbiegungsstelle ist. 

10.5. Man kann den Begriff der „Verbiegungsstelle‘‘ dahin erweitern, daß man jede 
Stelle Verbiegungsstelle nennt, deren entsprechende Stelle in einer zugehörigen Tangen- 
tenspurkurve Spitze ist. Das ist der Fall, wenn eine vordere e-Umgebung der Stelle im 
PO1A und eine hintere im PO1, 3, 5 oder 7 liegt, wie sich aus analogen Betrachtungen wie 
in 9.3 und 10. 2 ergibt. 

10.6. Die Verbiegungsstellen sind die Rückkehrstellen der Geradenkurve, ebenso 
wie Spitzen und Torsionsstellen die Rückkehrstellen der Punkt- bzw. Ebenenkurve sind. 

Die nach D2 den Halbtangenten und Schmiegebenenhalbbüscheln entsprechenden 
Geradenmengen erhält man folgendermaßen: T, = T(t,) sei Tangente in der nicht stark 
singulären Stelle p, = p(t,), T; = T(t}) sei eine Tangente, die einer vorderen e-Umgebung 
V:(T,) von 7,in der Tangentenkurve angehört, und es sei 7; a 7, = 0. In jeder vorderen 
e-Umgebung von T(t,) gibt es solche 7}. Gäbe es nämlich eine vordere e-Umgebung 
V.(T,) von T(t,), so daß TAT, +0 für alle 7(t) e V!(7,), so wäre entweder 
T()AT,= p, für alle T(t) e V!(7,), was nicht möglich ist (4.2, Schlußsatz), oder die 
Tangentenspurkurve V!(7,) A o, in o, wäre eine Teilstrecke von 7',, also keine dualisier- 
bare Kurve. (Da p, nicht stark singulär ist, kann V!(7',) so gewählt werden, daß p(t) $ o, 
für T(t) e V*(T,).) 

Es sei also 7; n T,= 0 und lim 7; = T,. Durch 7, 7; und die konjugierte Polare 
” Hk 
T, von 7, ist eine Regelfläche 2. Grades A,’) bestimmt; die Erzeugendenschar, die 7, 


?) Im R® — », ein hyperbolisches Paraboloid. 
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enthält, wird durch 7, und T, in zwei Intervalle eingeteilt. Das 7; enthaltende offene 
Intervall der Erzeugendenschar von A; sei [7T, v T})!. 
Unter der vorderen Schmieghalbregelfläche in 7, wird dann verstanden: 
lim [7,v T})!. 
> 
10.7. Aus F2** folgt, daß der Limes der Erzeugendenschar, welche die Geraden 
Tu 24 P; schneidet, wenn 7;— 7,, ausgeartet ist in zwei Geradenbüschel, eines in der 
Ebene o, mit dem Scheitel R A 0, das andere in der Ebene p, v T, mit dem Scheitel p,- 
lim [7, v T;)* besteht dann aus einem der beiden von 7, und p, v (T,A o,) = H, be- 


r 
rain offenen Geradenhalbbüscheln in o, mit dem Scheitel p, und einem der beiden 
von r und p, V 4 A 00) = H, begrenzten offenen Geradenhalbbüscheln in p, v S, mit 
dem Scheitel 0,4 T,. 

Wenn die vordere mit der hinteren Schmieghalbregelfläche in p, = p(t,) zusammen- 
fällt, hat die Tangentenspurkurve eines p, enthaltenden Kurvenstücks in der p(t,) ent- 
sprechenden Stelle eine Spitze, p(t,) ist also Verbiegungsstelle. Die Verbiegungsstellen 
entsprechen demnach nach D 2 den Spitzen und Torsionsstellen und Satz 6 entspricht den 
Sätzen 1 und 1*. 

11. Singuläre und normale Stellen. 


11.1. Die Spitzen, Verbiegungsstellen und Torsionsstellen sollen „singuläre 
Stellen‘ heißen, man könnte sie auch als 0-, 1- und 2-dimensionale Rückkehrstellen 
bezeichnen. 

Eine Stelle p(t,) ist dann und nur dann stark singulär (7.4), wenn sie Häufungsstelle 
von Spitzen, Verbiegungsstellen oder Torsionsstellen ist. 

Beweis. 1. p(t,) sei Häufungsstelle von Spitzen, Verbiegungsstellen oder Tor- 
sionsstellen. Es enthält also jede vordere oder hintere e-Umgebung von p(i,) unendlich 
viele Spitzen, Verbiegungsstellen oder Torsionsstellen. Es ist zu zeigen, daß sie dann nicht 
monoton sein kann. Ein Bogen, der eine Spitze enthält, ist nicht monoton; enthält er 
unendlich viele Verbiegungsstellen oder Torsionsstellen, dann enthält die Tangentenspur- 
kurve unendlich viele Spitzen bzw. Wendepunkte (7. 1); nach [1], Theorem 29, Seite 65, 
besteht aber die Tangentenspurkurve eines monotonen Bogens aus endlich vielen mono- 
tonen Bogen. 

2. p(t,) sei stark singulär. Annahme: V(p,) seieinenicht monotone, von Spitzen, 
Verbiegungsstellen und Torsionsstellen freie vordere (hintere) e-Umgebung von p(t,). 
Wäre V(p,) auch von stark singulären Stellen frei, so wäre die Tangentenspurkurve von 
V(p,) in einer zu V(p,) fremden Ebene & nach Satz 7 (10. 4) eine von Wendepunkten und 
Spitzen freie dualisierbare Kurve, also monoton, und nach [1], Theorem 35, Seite 74, 
V(p,) selbst endliche Summe von monotonen Bogen. Es gäbe also eine monotone vordere 
e'-Umgebung V’(p,) < V(p,) von p,. V(p,) muß demnach stark singuläre Stellen enthalten, 
und p, ist Häufungsstelle von stark singulären Stellen p(t,) e V(p,). Da V(p,) von Spitzen, 
Verbiegungsstellen und Torsionsstellen frei ist, müßte auch jede Stelle p(t,) Häufungs- 
stelle von stark singulären Stellen sein, usf. Die Menge dieser Stellen p(t;) wäre also in sich 
dicht und, da sie abgeschlossen ist, perfekt. Es kann aber nach Satz 4 nur abzählbar viele 
stark singuläre Stellen geben. Die Annahme hat auf einen Widerspruch geführt. 

11.2. Es sei nun V(p,) eine monotone vordere e-Umgebung von p, = p(t,). Die 
Schmiegebene o, = o(t,) wird durch die Tangente 7, = T(t,) und die Hauptnormale 4, 
(8.1) in vier Gebiete (Quadranten) zerlegt, die numeriert werden sollen mit 1, 2,3, 4 
wie die PO um p,, deren Begrenzung sie angehören. Nach dem 3. Hilfssatz in [3], Seite 103, 
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kann V(p,) so klein gewählt werden, daß die Tangentenspurkurve S von V(p,) in o, ganz 
in einem dieser offenen Quadranten liegt. 

Da die Schmiegebenen o(t) in den Stellen p(t) e V(p) dem EO IV angehören (8. 9) 
ist S(t) = o(t) a o, und damit auch S fremd zum 2. Quadranten von o,. Es soll gezeigt 
werden, daß S auch nicht im 3. oder 4. Quadranten liegen kann. 

Annahme: $ liege ganz im 3. oder 4. Quadranten. Da V(p,) keine Torsionsstellen 
enthält®), ändert sich der Schnittpunkt von o(t) und also auch von $(t) mit 7, monoton 
und geht gegen p, (F 3*). 

Wir wählen Punkte z,, x, beliebig, aber so, daß z, e 7%, z, € S(t), x, im3. Quadran- 
ten von 0, 2, 2, fremd zu S ist. Wegen F3**a kann V(p,) so klein gewählt werden, 
daß diese Bedingung erfüllt ist. Es ist‘ lim S(t) = T, nach F2* und daher auch 


a te 
lim S(t) ax, 2, = x,, wobei sich S(t) a x, z, monoton x, nähert. 


14 
Es sei nun p(t) e V(p,), ferner t < t' < t, und £' — t so klein gewählt, daß S(t) a S(t') 


im Innern der von S(t)a T, und z, begrenzten Strecke von S(t), was wegen F 2* möglich 


ist. $(t') müßte aber auch x, z, und die von p, und S(t) a 7, begrenzte Strecke im Innern 
schneiden, was dem Axiom von Pasch widerspricht, angewendet auf das Dreieck mit den 
Ecken z,, £,, S(t)a T, und die schneidende Gerade S(t'). Die Annahme führt daher zu 
einem Widerspruch?). 

Die Tangentenspurkurve von V(p,) in o, liegt daher im 1. Quadranten von o,. 

11.3. Klassifikation der singulären Stellen. Es sei p(f,) = p, eine nicht 
stark singuläre Stelle. Dann gibt es eine vordere e-Umgebung V°(p,) und eine hintere 
e'-Umgebung W°(p,) von p,, so daß V°(p,) ganz im PO1 der durch das Dreibein 7',, H,, B, 
bestimmten Punkt-Umgebungsoktanten von p, liegt und W°(p,) auch ganz in einem der 
PO. Die Schmiegebenenmenge V?(o,) der Schmiegebenen in den Stellen von V°(p,) gehört 
ganz dem EO IV und die Schmiegebenenmenge W?(o,) der Schmiegebenen in den Stellen 
von W°(p,) auch ganz einem der EO an. 

Bei Denk-Haupt [4] werden den verschiedenen Typen singulärer Punkte „vermit- 
telnde signierte Permutationen‘“ zugeordnet. Da dualisierbare Kurven differenzierbar sind, 
findet hier keine Permutation von 1, 2, 3 statt, sondern nur ein Wechsel der Signatur. In 
der folgenden Aufstellung wird zu jedem der acht Fälle die zugehörige (linksseitige) ver- 
mittelnde signierte Permutation angegeben. 

Ferner bedeuten: s! = Spitze, s’ = keine Spitze; v! = Verbiegungsstelle, v® = keine 
Verbiegungsstelle; t! = Torsionsstelle, i° = keine Torsionsstelle. 


Fall W*(p,) W*(o,) Po") sign. Permutation 
in in ist 
Po1 EO IV st, vi, ti (+1,+2,+3) 
PO2 EoO Il s®, vo, t! (—1, +2, +3) 
PO 3 EoO II s’, vi, 1 (—1,—2, +3) 
PO4 EOI ern (+1,— 2, +3) 
PO5 EoO VII vu, (+1, +2, — 3) 
PO6 EOVU 5, vv, 1 (—1,+2,— 3) 
POT EOVI s®, vi, dt (— 1, — 2, — 3) 
PO8 EOV st, v0, d (+ 1,— 2, — 3) 
) monoton ist, gibt es jedenfalls ein 7’(pı)< V (Au), das tarsionastelentrei ist und das dann an 
a Dome Een Eugen Ja! SIE Zuge Syn Bad Van der Winfungpunnustenie {8} (2. 6 und Fußnoie 6) ge- 


von den Maximalsekanten 
10) Siehe 8.8 und 10. 5. 
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Die Signatur der vermittelnden Permutation ergibt sich so: 
> —1,2>+1; 
”>(e-1)-(e-2)<0O, v!>l(e-1)-(e-2)>0; 
P>(e:2)-(e-3)<0,t>l(e:2)-(e-3)>0; (e= +1). 

Mit Ausnahme des normalen Falles 6 handelt es sich um singuläre Stellen, und in 
allen Fällen, da p, nicht stark singulär sein soll, nach der Bezeichnung von Haupt [5] 
um elementare Stellen. 

11.4. Dual nach D 1 erhält man zu der Tangentenspurkurve S eines dualisierbaren 
Bogens € = p(t) ohne stark singuläre Stellen in einer zu € fremden Ebene a den Projek- 
tionskegel K von € aus einem zu den Schmiegebenen von € fremden Punkt a als Erzeugnis 
seiner von a und T(t) aufgespannten-Tangentialebenen!!). Einer Spitze g(t,) = au T(t,) 
in S und der Tangente & a o(t,) in g(t,) an S entspricht dual eine Wendetangentialebene 
p(t,) = av T(t,) und eine Wendekante a v p(t;) von K; es ändert sich hier der Drehungs- 
sinn der Tangentialebenen von K. Einem Wendepunkt in S (Änderung des Drehsinns der 
Tangente « a o(t) in $) entspricht eine Rückkehrkante in K (Änderung des Drehsinns von 
avp()). 

Es entspricht sich also folgendes: 

in € in S in K 
Spitze —_ Rückkehrkante 


Torsionsstelle Wendepunkt oder _ 
Schnabelspitze 


Verbiegungsstelle Spitze Wendekante 


1) Unter Benutzung von Eigenschaft E» (4. 8). 
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Beiträge zur Theorie nichthalbeinfacher Ringe 
mit Minimalbedingung*). 


Von Herbert Kupisch in Heidelberg. 





Einleitung. 


Untersuchungen nichthalbeinfacher Ringe mit Minimalbedingung zeigen, daß die 
Struktur eines solehen Ringes weitgehend bestimmt ist durch die Faktoren der Loewy- 
Reihen!) seiner Links- und Rechtsideale. Dies gilt in besonderem Maße für die ersten 
Faktoren der unteren Loewy-Reihen, die minimalen Ideale. Ihre Bedeutung für die 
übrigen Faktoren, und damit für die Ringstruktur überhaupt, zu untersuchen, ist der 
Zweck der vorliegenden Arbeit. Dabei dienen als Ausgangspunkt folgende beide Eigen- 
schaften, durch die sich die Quasi-Frobenius-Ringe charakterisieren lassen ?): 


(A) Links- und Rechtsannullator des Radikals stimmen überein, d. h. die Summe der 
minimalen Linksideale ist gleich der Summe der minimalen Rechtsideale. 


(B) Jedes direkt unzerlegbare nichtnilpotente Links- bzw. Rechtsideal Re; (e R) besitzt 
nur ein minimales Unterideal. 


Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit Ringen A, die die Eigenschaft (A) haben. 
Ist N das Radikal von A, so stimmen auch die Links- und Rechtsannullatoren !(N®) 
und r(N®) der Potenzen N” überein, und der Restklassenring A/r(N”) hat wieder die 
Eigenschaft (A). Ausgehend von einem Quasi-Frobenius-Ring erhält man auf diese Weise 
Beispiele von Ringen, die zwar (A), aber im allgemeinen nicht (B) erfüllen. Aus (A) 
ergibt sich folgende Beziehung zwischen der oberen und der unteren Loewy-Reihe 
von R (als R-Linksmodul aufgefaßt): Zu jedem irreduziblen Bestandteil des m-ten 
Faktors N=-!/N” der oberen Loewy-Reihe gibt es einen isomorphen im m-ten Faktor 
r(N")/r(N»-1) der unteren Loewy-Reihe und umgekehrt (Satz 1). Über die Anzahlen 
läßt sich im allgemeinen nichts aussagen. 

Spezielle Ringe mit der Eigenschaft (A) werden im zweiten Abschnitt untersucht, 
und zwar solche, bei denen Links- und Rechtsannullator für jedes zweiseitige Ideal über- 
einstimmen. Hier läßt sich jedes unzerlegbare Linksideal Re, durch seine minimalen 
Unterideale charakterisieren, denn diese sind alle isomorph zu Re«/Ne: (Satz 2). Für 
symmetrische Algebren ist dieser Satz bekannt ?), doch dürfte auch unter diesen schärferen 
Voraussetzungen der hier gegebene Beweis eine Vereinfachung darstellen. Enthält der 
m-te Faktor der unteren Loewy-Reihe von Re; einen zu Re,/Ne; isomorphen Bestand- 
teil, so besitzt der m-te Faktor der oberen Loewy-Reihe von Re, einen zu ARey/Ne; iso- 


*) Diss. Univ. Heidelberg. Referenten: Prof. Dr. M. Kneser, Prof. Dr. @. Köthe. 

') Für die Definition der Loewy-Reihen siehe unter „Bezeichnungen“ oder [1], Kap. IX. 

#) Daß diese Kennzeichnung mit der von Nakayama in [4], S. 8 gleichwertig ist, wird in $ 1 gezeigt. 
*) Vgl. [7], Theorem 8, [3], Theorem 12. 
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morphen Bestandteil (Satz 3). Hiervon gilt die Umkehrung, falls in R noch die Bedingung 
I(r(N”)) = N” erfüllt ist. 


Ein weiteres Resultat über die Loewy-Faktoren der Re, wird im dritten Abschnitt 
hergeleitet, unter der Voraussetzung, daß R eine Algebra mit der Eigenschaft (B) ist 
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K. Ist das minimale Ideal von Re, zu 
Rex/Nex isomorph, so tritt Re,/Ne; im m-ten Faktor der unteren Loewy-Reihe von Re, 
höchstens so oft als direkter Summand auf, wie Rex/Nex im m-ten Faktor der oberen 
Loewy-Reihe von Ae; (Satz 4). Für die Cartan-Invarianten folgt daraus das Ergebnis 
von Thrall®): cu < cu. 


Gilt die Bedingung (B) für jeden Restklassenring von A, dann besitzt jedes unzerleg- 
bare nichtnilpotente Links- bzw. Rechtsideal nur eine Kompositionsreihe. Ringe mit 
dieser Eigenschaft bezeichnen wir als einreihig (generalized uniserial bei Nakayama [4]). 
Sie werden im vierten Abschnitt untersucht. Dabei bedeutet es keine Einschränkung, 
wenn man AR als (zweiseitig) unzerlegbar annimmt. Unter dieser Voraussetzung gilt 
folgender Satz. Es sei Re,,..., Re„ ein Vertretersystem für die g(R) = n nicht iso- 
morphen unzerlegbaren nichtnilpotenten Linksideale von R. Dann kann man die Nume- 
rierung der Re, so wählen, daß für i <n gilt Ne, #0 und Ne,/Ne? = Re,,,/Ne;., und 
für Ne, +0 die Isomorphie Ne,/Ne; = Re,/Ne, besteht (Satz 5). Daran anschließend 
wird im letzten Abschnitt eine spezielle unzerlegbare einreihige Algebra, die Algebra A, „, 
angegeben, mit der Eigenschaft, daß jede unzerlegbare einreihige Algebra R über einem 
Körper K, für die g(R) = n, N’ = (0 und dim, (Re,/Ne,) = 1 gilt, homomorphes Bild von 
A,, ist (Satz 6). Hieraus ergibt sich für (zweiseitig) unzerlegbare einreihige Algebren A 


n,r 


über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K ein Invariantensystem, durch das R 


bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, und zwar besteht dieses aus g(AR), der Länge 
dı der Loewy-Reihe von Re, und der Anzahl fi der zu Re; isomorphen Ideale Ae,, die in 
einer Zerlegung von R in unzerlegbare Linksideale Re, auftreten. Hierbei sind die Ideale 
Re, nach Satz 5 numeriert, und die d; liegen bei d„= 1 eindeutig, bei d„. > 2 bis auf 
zyklische Vertauschung fest (Satz 7). 


Bezeichnungen°). 


ein Ring mit Einselement und Minimalbedingung. 
das Radikal von A. 
(Rei ©:--® Re) ® ® (Re ®:-- @ Reh) 
(!R®---®clR) ® ®@(e!R®-:-®@chR) 


Re; = Re}, Re; =- Re; füri +#j 


eine beliebige, fest gewählte Zerlegung von R in unzerlegbare nichtnpil- 
potente Links- bzw. Rechtsideale Re bzw. ef R mit primitiven orthogonalen 
Idempotenten e. Außerdem sei: 

o=e. 

g(R) = n die Anzahl nichtisomorpher Linksideale Re, aus (1). 

Ur) der Linksannullator eines Rechtsideals r von AR. 

r(l) der Rechtsannullator eines Linksideals [ von A. 

(= Vı ....-VyW-yO_ y 
die obere Loewy-Reihe eines R-Linksmoduls V; dabei ist V” = N”V. 


4) Vgl. [10], Theorem 3. 
5) Für die hier zusammengestellten Begriffe siehe [1], Kap. IX. 





102 Kupisch, Theorie nichthalbeinfacher Ringe mit Minimalbedingung. 


0=Vo <Vyer<Vg=V 
die untere Loewy-Reihe von V; dabei ist V„,= {v€ V, N"v = 0}. 
V „istdie Summe der minimalen Untermoduln von V, allgemein V „/V m_ı) 
die Summe der minimalen Untermoduln von V/V „_ı- 

d(V)=d die Länge der oberen und unteren Loewy-Reihe von V. 


mc(V) die Anzahl der irreduziblen Bestandteile von V=-V/y®, die zu R«/Ne& 
isomorph sind. 
mcı(V) die Anzahl der irreduziblen Bestandteile von V „/Vm_ı, die zu Ra/Ne& 


isomorph sind. Entsprechend sei die Bezeichnung ”«(W) und mcı(W) für 
einen R-Rechtsmodul W. 
Ist V = Res, so ist V” = N”e,, und als Durchschnitt von r(N”) und Re; 
ist (Re,)m) = r(N")e;. 
In diesem Fall sei 

mc; = ”cı(Rer), mCız = mcı(Rex) und für die Rechtsmoduln e; A 

mög = "cı(erR) und mCız = mCı(er R). 


$1. 

Wie schon in der Einleitung bemerkt, haben die Quasi-Frobenius-Ringe die Eigen- 
schaft 

(A) UN)=[r(N). 

Ringe mit dieser Eigenschaft nennen wir radikalsymmetrisch. Quasi-Frobenius-Ringe 
werden gewöhnlich®) durch die folgenden beiden Eigenschaften gekennzeichnet: 

(A’) Unter den minimalen Links- bzw. Rechtsidealen von R kommen bis auf Iso- 

morphie alle irreduziblen R-Links- bzw. Rechtsmoduln Re/Ne& («RjeıN) vor. 

(B) Jedes unzerlegbare nichtnilpotente Links- bzw. Rechtsideal Re; (eı R) enthält genau 

ein minimales Unterideal. 

Wenn jedoch in R die Bedingung (B) erfüllt ist, so sind (A) und (A’) äquivalent. 

Zum Beweis benutzen wir folgenden Hilfssatz”). 

Hilfssatz 1. Es sei V, (W) ein R-Links- (Rechts)- Modul. Die Beziehung «V +0, 
(We + 0) güt genau dann, wenn V,(W) einen zu Re«/Ne, («4 RjeıN) isomorphen Kom- 
positionsfaktor besitzt. 

Da nämlich !(N) die Summe der minimalen Rechtsideale von AR ist, folgt aus (A‘) 
nach Hilfssatz 1 zunächst Z(N) «& + 0. Also enthält l(V) das nach (B) eindeutige minimale 
Unterideal r(N) « =r(N) n Re, von Re:. Dieses gilt für jedes e; aus (1), folglich ist 
r(N) < (N) und entsprechend !(N) < r(N), d.h. (N) = r(N)®). 

Aus (A) folgt umgekehrt, da r(N) e; als Summe der minimalen Linksideale von Re; 
von 0 verschieden ist, daß auch I(N) « + 0 ist. Daraus folgt (A’) nach Hilfssatz 1. 

Die Bedingung (A) hat die allgemeinere®) 


(2) UN®) = r(N®) 


zur Folge, wie man durch vollständige Induktion sieht: Gilt nämlich (2) bereits für m = it, 
so folgt aus 0 = N'*!z = N*(Nz) auch (Nzx) N‘ = 0 und daraus (zN') N = zN'+! = 0 


®) Vgl. [4], 8.8. 

7) Vgl. [1], Theorem 9.5 A. 

®) Für einen anderen Beweis siehe [4], Theorem 7. 

9) Dieses Ergebnis stammt von Nakayama; [3], Theorem 6. 
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und umgekehrt. Da die Aussagen Nxz< r(N”) und N”=Nz = 0 gleichwertig sind, ergibt 
sich aus dem Beweis noch die Äquivalenz von 2N <r(N®) und Nz<r(N”), das ist die 
Bedingung (A) für den Restklassenring AR/r(N®). 


Damit erhält man mit den Restklassenringen A/r(N”) der Quasi-Frobenius-Ringe 
Beispiele radikalsymmetrischer Ringe, die im allgemeinen keine Quasi-Frobenius-Ringe sind. 


Faßt man AR als R-Linksmodul auf, so bedeutet (A’), daß der erste Faktor AR/N der 
oberen Loewy-Reihe und der erste Faktor r(N) der unteren Loewy-Reihe von R die 
gleichen irreduziblen Bestandteile besitzen. Diese Übereinstimmung gilt nun auch bei 
den übrigen Faktoren. 


Satz 1. Als R-Linksmodul aufgefaßt gibt es zu jedem irreduziblen Bestandteil des 


m-ten Faktors N” -1/|Nm der oberen Loewy-Reihe von R einen isomorphen im m-ten Faktor 
r(N®)/r(N®-1) der unteren Loewy-Reihe von R und umgekehrt. 


Zum Beweis genügt es nach Hilfssatz 1, die Äquivalenz der folgenden Bedingungen 
(3) und (8) nachzuweisen: 


(3) er(Nm-1/Nm) + 0 
(4) eNm-ı +0 
(5) ex $1(Nm-1) 
(6) ex (R/I(N”-*)) + 0 
(7) ex (IUN®)/UUN®-!)) +0 
(8) ex (r(N®)/r(N=-1)) +0. 


Wir gehen schrittweise vor: 


Aus (3) folgt (4) unmittelbar; umgekehrt folgt aus(4),daß N” = e&,.N" -!N +e,.Nm-1 
ist, also gilt e N” -1/e. N” + 0 und damit die Bedingung (3). Die Äquivalenz von (4) und 
(5) ergibt sich aus der Definition von l!(N”-!), die von (5) und (6) ist unmittelbar klar, 
während die von (6) und (7) aus der Tatsache folgt, daß ex (I(N")/I(N”-)) die Summe 
der minimalen Rechtsideale von ex (R/l(N” -")) ist. Wegen (2) sind schließlich die Bedin- 
gungen (7) und (8) gleichwertig. 


82. 


Spezielle radikalsymmetrische Ringe sind die, in denen nicht nur für das Radikal, 
sondern für jedes zweiseitige Ideal a aus R die Bedingung 


(©) (a) =r(a) 
gilt. 

Bekanntlich ist ein unzerlegbares Ideal Re, aus (1) bereits durch den Faktor Re,/Ne; 
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt'!°). In einem Ring, in dem die Bedingung (C) gilt, 
läßt es sich darüber hinaus auch durch seine minimalen Unterideale kennzeichnen: 


Satz 2. /st Re, ein unzerlegbares nichtnilpotentes Linksideal aus einem Ring, in dem 
(C) erfüllt ist, so sind alle minimalen Ideale von Reı zu Re,/Nei isomorph. 


Ist nämlich le, ein minimales Unterideal von Ae;, so ist le, R ein zweiseitiges Ideal, 
für das le; Re: + 0, also wegen (C) auch al R +0, d.h. ale + 0 ist. Nach Hilfssatz 1 
folgt daraus l&ı = Re/Nei'"). 


10) Vgl. [1], Theorem 9.3. E. 
11) Andere Beweise unter schärferen Voraussetzungen siehe [7], Theorem 8; [3], Theorem 12, 
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Hat r(N®) a/r(N”-!)e, einen zu Ae,/Ne,; isomorphen Bestandteil, so ist wegen 
Hilfssatz 1 

(9) &(r(N®) alr(N=-1)e) #0. 
Hieraus folgt unmittelbar 

(10) &r(Nr) sa $r(Nm-1), 
d.h. nach Definition von r(N”=-!), 

(11) Nm-ier(Nm)s +0. 
Da Nr-1e,r(N®) ein zweiseitiges Ideal ist, ergibt sich unter Benutzung von (C) aus (11) 
weiter 


(12) &4Nm-ter(N®) #0 
und daraus, wieder auf Grund der Definition von r(N®”) 
(13) eNm-1e,6 Nm, 

Da dies äquivalent mit 
(14) e&(N”m-1e,/Nme;) +0 


ist, enthält Nm-1e,/N me, nach Hilfssatz 1 einen zu Re,/Ne; isomorphen Bestandteil. 

Ist R ein Ring, in dem außerdem noch die Bedingung 

(D) I(r(N”))= N” 
erfüllt ist '?), so sind (12) und (13) gleichwertig und, da die anderen Schlüsse ohne weiteres 
umkehrbar sind, auch (10) und (14). Insgesamt erhält man folgende Verschärfung von 
Satz 2: 

Satz 3. R sei ein Ring, in dem (C) erfüllt ist. Dann folgt aus „c;; #0 auch "c4 #0. 
Gilt darüber hinaus noch die Bedingung (D), so sind „c,; # 0 und ”c4; + 0 äquivalent. 

Hierbei läßt sich "c,4 #0 durch „cu # 0 ersetzen'?), dann erhält man eine Be- 
ziehung zwischen den Loewy-Reihen von Re und «AR. 


$3. 

R sei im folgenden eine Algebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K, 
in der die Bedingung 

(B) Jedes Reı und jedes «R aus (1) enthält nur ein minimales Unterideal 
erfüllt ist!). 

Ist V ein R-Linksmodul und V* der zu V duale Vektorraum der Linearformen 
von VinK “ 

v><v*r, 0), vEV, vrEeV*, 

so wird V* durch 

(15) (v*r, vy = (v*, ro) r&eR 
zu einem AR-Rechtsmodul. 


ı2) (D) zusammen mit r(l(N”)) = N” ist eine Verschärfung von (A’), da I(r(N)) = N gleichbedeutend 
damit ist, daß unter den minimalen Linksidealen von R alle irreduziblen R-Linksmoduln vorkommen. Die Be- 
dingung (D) ist z. B. in einem Quasi-Frobenius-Ring erfüllt, jedoch sind Ringe mit der Eigenschaft (C) und (D) 
nicht notwendig Quasi-Frobenius-Ringe. 

18) Vgl. [1], Corrollar 9.5. B. 

14) Diese Algebren sind schon von Thrall [10] untersucht worden. 
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Für einen R-Untermodul V von V sei V% die Menge der auf V, identisch ver- 
schwindenden Elemente aus V*. Dies V% ist ein R-Untermodul von V*, und für zwei 
Untermoduln V,< V, aus V hat man die Isomorphie 

(16) (VlV)* = IV. 

Bei der Zuordnung V,> V‘ ergibt sich folgendes für die Loewy-Reihen von V und V*: 
V geht über in V*,,, 


da <v*, N=V), = 0 wegen (15) mit (v* N», V) = 0, also mit v* N” = 0 gleichbedeutend 
ist. Entsprechend geht V „,‚in V*"" über. Ist U ein irreduzibler R-Linksmodul, Ux Reı/Ne,, 
so ist U* & «RjeıN, da nach Hilfssatz 1 zunächst &U +0 und nach (15) dann auch 
U*e& +0 ist. Daraus folgt nach Hilfssatz 1 die Behauptung. Unter Berücksichtigung 
von (16) ergibt sich insgesamt 
Hilfssatz 2. Sind V und V* dual zueinander, so gilt für ihre Loewy-Faktoren 
mc(V) = "u(V*, "alV) = mcı(V*). 
Hilfssatz 3. Enthält V nur einen maximalen Untermodul V, und ist V/[V,= Re/Ne,, 
so ist V homomorphes Bild von Re: 
V = Ralla "°). 
Nach Hilfssatz 1 ist nämlich &(V/V,) #0,d.h. eV € V,. Für ein Element &v$ V, 
gilt aber Ru«v = V, also ist die Abbildung ze: > zeıv ein Homomorphismus von Re; auf V. 
Ist das eindeutig bestimmte minimale Unterideal I, von Re isomorph zu Re,/Nes, 
so setzen wir 
.. Jj=eW 
und für &, R, dessen minimales Ideal x; isomorph zu e RjexN ist, 
k= yli). 
Da I, das erste Glied der unteren Loewy-Reihe von Re; ist, besitzt (Re)* nach Hilfssatz 2 
genau ein maximales Unterideal, nämlich (Re&)*N, und es gilt 
(Re,)*((Re)*N ze, „Rle,uN- 
Nach Hilfssatz 3 ist dann 
(17) (Re,)* ze „Alt, 
mit einem geeigneten Unterideal r. 
Da für zwei R-Rechtsmoduln W,< W, der Faktormodul (W,/W ,) N=/(W,/W,) Nr +! 
homomorphes Bild von W,N=/W,Nr+! ist, folgt hieraus nach Hilfssatz 2 
(18) n%y = „&(Re;) = "cle,gAlk) <"cle,yR) = "ao 
Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt nach [1], Corrollar 9. 5. B 
rn = "a 
also wegen (18) 
ni "Co: 
Geht man statt von Re, von &R aus, so erhält man analog 
nl S "ag 
Satz 4. Unter der Voraussetzung, daß R eine Algebra mit der Eigenschaft (B) ist über 
einem algebraisch abgeschlossenen Körper K güt für die Loewy-Faktoren der Reı 
me S "Coup und ey S "Cu: 


15) Vgl. Nakayama [3], Lemma 1. 
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Für die Cartan-Invarianten erhält man aus Satz 4 durch Summation über m das 
bekannte Ergebnis'®) 

(19) ey S Cyyy und C,S c,,- 
Ist R eine Quasi-Frobenius-Algebra !”), dann gilt in (17) und in allen folgenden Beziehungen 
das Gleichheitszeichen, also auch in Satz 4, 


Für Frobenius-Algebren mit p(i) =i= y(li)!®) folgt 
(20) my = "Cy, 
eine Verschärfung von Satz 3. 


84. 

Fordert man für jeden Restklassenring von R die Eigenschaft (B), insbesondere 
also für die Restklassenringe R/N”®, so ist N=-1&/Nme, einfach. Wie aus der Definition 
der oberen Loewy-Reihe folgt!?), hat N”-1e, dann nur ein maximales Unterideal, näm- 
lich Nre,, d.h. Re, besitzt nur eine Kompositionsreihe. Umgekehrt folgt aus der Ein- 
deutigkeit der Kompositionsreihe von Re, da Nm, = N - Nm-ie, Durchschnitt der 
maximalen Unterideale von N”-!e, ist, die Einfachheit von N=-!1e,/N”e. Da sich diese 
Eigenschaft auf jeden Restklassenring von AR überträgt, gilt die Bedingung (B) genau 
dann für jeden Restklassenring von AR, wenn jedes Re und jedes «AR aus (1) nur eine 
Kompositionsreihe besitzt. 


Ringe mit dieser Eigenschaft werden als generalized uniserial bezeichnet ®). 

Definition. Ein Ring R heißt einreihig (generalized uniserial), wenn jedes Links- 
ideal Re, und jedes Rechtsideal e,R aus (1) nur eine Kompositionsreihe besitzt. 

Hilfssatz 4. R sei einreihig. Ist N=e,/Nr=*+!e, = Rer/Ner und die Länge der Loewy- 


Reihe d{Nre) = s, so güt 
N"a = Re/N’e. 


Die Behauptung folgt auf Grund der Voraussetzung über R unmittelbar aus Hilfs- 
satz 3. 


Hilfssatz 5. /st R einreihig und NrajN-ta = Nreu/Nrt!e,, m,p Z1, so gilt 
auch Nm-te/Nrea N» -1e,/Nver, (N’= R). 


Beweis: Sei N”=-1&/N=&— Re,|Ne; und Nr-!e,/Nrex Re,/Ne,. Nach Hilfssatz 3 ist 
Nm-1e, = Re,|Nee, und N»-!e,— Re,|N,,. Daraus folgt, wenn N=e,/Nm+1e, Re,/Ne, gilt, 


(21) Ne/N®e; = Re/Ne = Ne/N®?e. 
Nach Hilfssatz 1 ergibt sich aus (21) die Beziehung 
&Ne,j&N?e; #0 und & Naju: Ns, #0, 


d. h., wieder nach Hilfssatz 1, e, N/e, N? enthält zu &, Rj& N und e;R/e; N isomorphe Fak- 
toren. Da &; Ne: N?einfach ist, muß e, Ale. N ze, Rje, N gelten, also auch R«/Ne&, = Rey,/Ne; 
und damit Nm-1e/Nme, = N»-1e,|Nve,. 


16) Vgl. Thrall [10], Theorem 3. 

17) Vgl. die Definition von Nakayama in [8] $. 614. 

18) Diese Bedingung ist z. B. in den weakly-symmetric algebras erfüllt. Vgl. die Definition in [6]. 
19) Vgl. [1] S. 102. 

20) Vgl. Nakayama [4] und [5]. 
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Im folgenden sei R einreihig und (zweiseitig) unzerlegbar, d.h. R besteht nur aus 
einem Block *!). Wählt man eine Zerlegung (1) von A, so werden durch die Ideale 


(22) Re,» :, Ren 


genau die n nichtisomorphen unzerlegbaren nichtnilpotenten Linksideale von AR reprä- 
sentiert. 


Jedem unzerlegbaren Ideal Re, aus (22) sei eine endliche oder unendliche Folge F, 
zugeordnet, 
F= (in... im im4nes +); 


in der i,=i ist und im,, durch 


(23) Ne, |N®e,, ce Re, ‚Ne, 


1 


eindeutig bestimmt ist. Dabei kann Ne,” = 0 sein, dann bricht F, ab. Ist Nr«, + 0,50 
folgt aus (23) und Hilfssatz 4 durch Induktion nach p die Isomorphie 


(24) Nve, IN»t!e = Re, a Ne 45° 
Ebenso folgt aus (23), daß für die Elemente der Folgen F, und F, unter der Voraussetzung 
die Beziehung 

(26) img = je+k 


erfüllt ist. Liegt daher i, in F,, so ist F, als Teilfolge in F, enthalten. Darüber hinaus gilt 
folgendes: 

Hilfssatz 6. Für zwei Folgen Fı und Fr, die ein Element s gemeinsam haben, besteht 
die Beziehung Fı< Fr oder Fr < F;,. Dabei bedeutet Fı< Fr, daß alle Elemente von Fı auch 
in Fx liegen. 

Beweis: i», = kı sei unter allen Elementen von F,, die auch in F liegen, das mit 
kleinstem Index p. Ist p = 1, so liegt i, in F, und dann ist F, als Teilfolge in F, enthalten. 
Ist dagegen p > 1, so muß it = 1 sein; denn aus p,t > 1 würde nach (23) zunächst 


Ne, _‚IN’e,_, re Ne,_‚IN®&,_, 


und daraus nach Hilfssatz 5 


Re,_,l Ne,_, = Re,_,l Ne,_, ’ 
d.h. 


i,_,= k.-ı 


folgen, entgegen der Voraussetzung über p. 

Nun sei Re, aus (22) so gewählt, daß F, möglichst viele verschiedene Elemente 
enthält. Hat ein Ideal Re, aus (22) mit einem Ideal Re., t€ F,, einen Kompositionsfaktor 
Re|Ne, gemeinsam, r 

NPe,|NP+1er m Nee,/Netie, m Re/Ne, 


so liegt s wegen (24) sowohl in Fr, als auch in F, und damit in F,. Nach Hilfssatz 6 folgt 
hieraus wegen der Maximaleigenschaft von F, die Inklusion Fr < F,, d.h. kEF,. Die 


sı) Für die Definition des Blocks siehe [1], S. 107. 
14* 
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Ideale Re; aus (1) mit t€ F, bilden daher einen Block ®) von R, der wegen der Unzerleg- 
barkeit von R notwendig mit R übereinstimmt. Das bedeutet, die Folge Fı enthält alle 
Elemente j=4,...,n. Wie aus (25) und (26) hervorgeht, müssen diese Elemente 
bereits unter den ersten n Gliedern von F, vorkommen. Also gilt bei geeigneter Nume- 
rierung für die n Ideale Re, aus (22) die Isomorphie 

(23*) Ne,/N®e, = Re,,./Ne,, füri<n. 
Hieraus folgt 

Na«+0 füri<n. 
Ist Ne„ ebenfalls von 0 verschieden, 
Na/N?en = Re/Ne,, 
so mußt =1 sein. Aus 1 <t <s n würde sich nämlich nach (23*) die Isomorphie 
Ne,_,/N?e,_, = Ne,|N®e, 
und daraus nach Hilfssatz 5 
Re,_, = R& 

ergeben. Also gilt im Fall N +0 

(27) Nen/N?en = Re,/Ne,. 
Unter Benutzung von Hilfssatz 4 ergibt sich hieraus und aus (23*) für die Loewy-Reihen 
der Re, die Beziehung 

(28) d(Re,,.) Z d(Re,) —1, (d+ 1 mod n). 
Insgesamt erhält man damit folgenden Satz: 

Satz 5. R sei ein (zweiseitig) unzerlegbarer einreihiger Ring. Bei geeigneter Nume- 
rierung güt für die Loewy-Reihen der n nichtisomorphen Linksideale Re: aus (1): 


a) d(Re) 2 füri<n; 
b) Na/N®a = Ra+./]Na:ı füri<n und 
Nen/|N?en — Re,/Ne,, falls Nm #0 ist; 


e) d(Res+) Zd(Re) —1. 

Dabei sind die Indizes in c) mod r zu nehmen. Dies soll auch im folgenden stets 
für Indizes gelten, die auf die Re, bezogen sind. 

Folgerung. R sei ein (zweiseitig) unzerlegbarer einreihiger Ring. R ist genau dann ein 
Quasi-Frobenius-Ring, wenn für alle Re, aus (1) die Beziehung d(Reı) = d(R) erfüllt ist®). 


Beweis: Die Formel (24) hat bei geeigneter Numerierung die Gestalt 
(29) Nve,|Nv*1e, = Re,,,INe;,, (i+ p mod n). 


Daraus folgt unmittelbar, daß ein unzerlegbarer einreihiger Ring die Eigenschaft (A’) 
hat und daher ein Quasi-Frobenius-Ring ist, wenn d(Re) = d(R) für alle i gilt. Ist 
umgekehrt R ein Quasi-Frobenius-Ring und (zweiseitig) unzerlegbar, so sei mit der 
Numerierung von Satz 5 d, = d(Re,) das Maximum der d,. Nach Satz 5c) ist d,,, 2d,—1; 
da Re, und Re,,, nichtisomorphe minimale Ideale haben, scheidet nach (29) d,,, = d, — 1 
aus, also folgt d,,, = d, und daraus d,=d, = d(R) für alle i. 








22) ]oc. cit. 2°). 
2) Daß d(Re,) = d(R) gilt, falls R ein einreihiger unzerlegbarer Quasi-Frobenius-Ring ist, hat auch Morita 
[2], Temma 1, gezeigt. 
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85. 


Wir wenden nun das Ergebnis von Satz 5 auf die Untersuchung einreihiger Algebren 
an und betrachten zunächst (zweiseitig) unzerlegbare einreihige Algebren R über einem 
Körper K, deren irreduzible Faktoren Re,/Ne; die Dimension eins über K haben. 


Mit der Numerierung von Satz 5 sei 
R= Re ®Re,®:::® R« 
eine Zerlegung von R in unzerlegbare Linksideale, die wegen dim,(Re/Ne,) = 1 alle 


nichtisomorph sind. Ferner sei d; = d(Re,) die Loewy-Länge von Re. 
Ist der (p + 1)-te Faktor von Re, zu Rex/Ner isomorph, 


Nre,/NP*t!e, m Rer/Ner, 


so gibt es nach Hilfssatz 1 in N?e, ein Element e,z,e; = ‚b}, das nicht in N»*!e, liegt. 
Die Elemente 
(31) ‚RER, Zu 
bilden dann eine Basis von Re, über K. Wählt man für alle R«,i=141,...,n eine Basis 
dieser Art, so erhält man eine Basis von R, deren Elemente sich wegen der Orthogonalität 
der e nach der Formel 
Zune Mriej, A„eK 
(32) xD} 5; = "= 
0 füri+j 
multiplizieren. 
Die Existenz einer solchen Basis legt die Konstruktion der folgenden Algebra A, 


nahe. Eine Basis von A„ seien die Elemente ‚a;, wo s alle nicht negativen ganzen Zahlen 
und i,%k alle Restklassen mod r mit 


(33) k=i-+s (mod n) 
durchläuft. 
Die Multiplikation für die Basiselemente sei durch 
s, N: ar füriı=p 
(34) ni 6 für i +p 
erklärt. 


Diese Festsetzung ist sinnvoll, da aus 


=i+s(modn) und i=j-+t(modn) 
auch 
k=j+s+t(modn) 
folgt. 
Hieraus ergibt sich unmittelbar die Assoziativität der Multiplikation, denn es ist 


(a; * zur) = art‘? = (‚ai ‚a;),ah 


aaa) = 0 (air für ij oder i+u 
Durch die Festsetzung 


und 


wird aus A, eine Algebra A,, der [Dimension nr über K, die wir im folgenden untersuchen. 
Zur Abkürzung setzen wir dabei A,, = A. 
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Aus (34) folgt zunächst, daß die Elemente ‚a; = a, orthogonale Idempotente 
sind und 
(35) 1-44: + 


Einselement von A ist. Ebenfalls folgt aus (34), daß die Elemente {,af}, p 21, eine 
Basis des Radikals N von A bilden. Nach (33) gehören mit ‚a? auch ‚a}_, und, ‚a 
zu A und nach (34) ist 


(36) an: 


Daraus folgt durch Induktion, daß jedes Element ‚a;, s 21 sich eindeutig als Produkt 
von Elementen ‚a;_, darstellen läßt: 


(37) 1 ri "ir 
Wie men aus (34) weiter sieht, bilden 
LER "PERErR ut 
eine Basis für das Linksideal Aa,, und es gilt 
N d= Ar. 


Hieraus folgt, wieder durch Induktion, zunächst 


(38) N-a=A:,ad, 
daraus 
(39) dim, (N’a,/N’+!a) = A 


und aus (39) schließlich: N?a,/N»*+!a, ist einfach. Also ist Aa, als Ideal von A unzerlegbar 
und hat nur eine Kompositionsreihe. Das Gleiche gilt für jedes Rechtsideal «A. Da 
ferner a,,,(Na,/N®a,) #0, d.h. nach Hilfssatz 1 

Na,/N®a, = Aa,,,Na;,, 
ist, ergibt sich in Verbindung mit (35) 

Hilfssatz 7. A = A, , ist eine (zweiseitig)) unzerlegbare einreihige Algebra über K, für 
die g(A) = n, d(A) = d(Aa,) =r und dim, (Aas/Na,) = 1 gilt. 

Jedes zweiseitige Ideal a von A hat wegen aa = N" a, die Form 

a= Na, ®::- © N”. 
Ist umgekehrt ein Linksideal I direkte Summe von Idealen N*a, mit der Bedingung 

(40) SHhzs—l, 
so ist es bereits ein zweiseitiges Ideal. Wegen (37) und (34) genügt es zu zeigen, daß [ in- 
variant ist bezüglich Rechtsmultiplikation mit Elementen a, und ‚aj_, aus A. Dies folgt aber 
leicht, denn für ein Element ‚a? aus Na, liegt zunächst das Produkt ‚a? a, = ‚a? 
und wegen (40) auch ‚af: ‚aj_, = ‚a%*! wieder in I. 

Hilfssatz 8. Gibt man n natürliche Zahlen s, Z 0 vor, die der Bedingung s,,, Zs: —1 
genügen, s;,, mod.n, so ist I= N’'a, @--- @N’a, ein zweiseitiges Ideal von A und 
für den Resiklassenring Ajl gilt d(Aa,,,) >d(Aa) —1, wobei Aa, = Aa,|N”a, ist. 

Wir kehren nun zum Ausgangspunkt unserer Überlegung zurück und betrachten 
eine beliebige unzerlegbare einreihige Algebra R über K, die den Bedingungen 


e(A)=n, N=0,  dim,(RelNe) = 1 








be 
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genügt. Wie zu Beginn dieses Abschnitts gezeigt, gibt es in R eine Basis von Elementen 
i+»d} mit der Multiplikation (32). Unter Benutzung dieser Tatsache definieren wir eine 
Abbildung 9 zunächst für die Elemente a; und ‚,‚,a; durch die Formel 


(41) Y(a,) = 6, Pl+19) p- id» 


Wegen (32) und (34) und wegen der eindeutigen Darstellbarkeit (37) läßt sich diese Ab- 
bildung in eindeutiger Weise multiplikativ auf alle Basiselemente von A, fortsetzen. 
Durch lineare Fortsetzung auf die ganze Algebra A, ‚wird sie zu einem Ringhomomorphis- 


mus von A,,in R. Da die Bildelemente ;,,b; ein Erzeugendensystem N von N/N? sind, 
(N)* also ein Erzeugendensystem von N?/N® und allgemein (N)* ein Erzeugendensystem 
von N*#/N*+! ist, gilt ” er 

(42) N=N+(N)+-::. 
D.h. @ ist sogar ein Homomorphismus von A,, auf R. Insbesondere wird hierbei das 


Ideal Aa, von A,, auf das Ideal Re, von R abgebildet. Da Re; die Länge d, hat, gewinnt 
man für den Kern a von » die Darstellung 


(43) a= Na, ©...© Na, . 
Hieraus folgt in Verbindung mit Hilfssatz 8 
Satz 6. K sei ein beliebiger Körper. Zu vorgegebenen natürlichen Zahlen n,d,,...,d 


y 


die den Bedingungen d, 22 füri<n undd,,Zd,—1 (d,,, mod n) genügen, gibt es 
bis auf Isomorphie genau eine (zweiseitig) unzerlegbare einreihige Algebra R über K, für die 


g(R)=n,d,=d(Re, und dim, (Re,|Ne,) =1 ist: 
RzA,,lEN"a . 
Die Reı sind dabei die nach Satz 5 numerierten Ideale einer Zerlegung (1) von R. 


Die Bedingung dim, (Re/Ne) = 1 ist insbesondere für die Basisalgebren **) der 
Algebren über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K erfüllt. Nun ist aber jeder 
Ring R mit Minimalbedingung und Einselement bis auf Isomorphie eindeutig durch 
seinen Basisring R® und die Anzahlen f; der in (1) auftretenden, zu Re; isomorphen Ideale 
bestimmt). Also folgt aus Satz 6: 


Satz 7. Jede (zweiseitig) unzerlegbare einreihige Algebra R über einem algebraisch 
abgeschlossenen Körper K ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch die Invarianten 


g(R)=n, d(Re)=d, dim, (Re«/Ne) = fı, 


wobei dı für da = 1 eindeutig, für d„ > 1 bis auf zyklische Vertauschung festliegt. Die Re, 
sind dabei wieder die nach Satz 5 numerierten Ideale aus (1). 
Unter Benutzung von Satz 5, Folgerung, ergibt sich hieraus 
Satz 8. Jede (zweiseitig) unzerlegbare einreihige Quasi-Frobenius-Algebra R über 
einem algebraisch abgeschlossenen Körper K ist bis auf Isomorphie eindeutig durch 
g(R)=n, d(R)=d, dim, (Re,/Ne) = }; 
bestimmt. 


%4) Vgl. z.B. [8], [9]. 
25) Vgl. [8], Theorem 1. 
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Zur Theorie der asymptotischen Dichte. II. 


Alfred T. Brauer xum 65. Geburtstag gewidmet. 
Von Robert E. Clark und Hans Rohrbach, z. Z. Chapel Hill, N. C. 


Im ersten Teil der Arbeit, die der zweitgenannte Verfasser gemeinsam mit B. Volk- 
mann veröffentlichte [1], waren Abschätzungen von H. H. Ostmann (vgl. [2]) für die 
asymptotische Dichte der Summe zweier Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen in verein- 
fachter Form bewiesen worden. Der vorliegende zweite Teil soll diese Beweise weiter ver- 
einfachen und in einigen Punkten ergänzen und präzisieren. Anlaß zu diesen Verbesserun- 
gen gaben Diskussionen im Anschluß an eine Vorlesung über additive Zahlentheorie, die 
der zweite der Verfasser im Herbstsemester 1957/58 an der Universität von North Caro- 
lina, USA, gehalten hat. Obgleich der Fragenkomplex durch den Dichtesatz von M. Kne- 
ser [3] eine bestimmte Klärung gefunden hat, erscheint uns die vorliegende Weiterfüh- 
ruug von [1] doch von Interesse, da sie die Zusammenhänge von anderer Seite her gut 
beleuchtet. 

Wir benutzen die Bezeichnungen und Definitionen von [1] und übernehmen un- 
verändert!) den einleitenden Abschnitt I, sowie Abschnitt II, Nr. 1 und Abschnitt IV, 
Nr. 7. Für zwei Mengen W und ® nichtnegativer ganzer Zahlen mit DEAN ®B sei 


I(z2) = x — A(z)— B(x), K(x) = max {/(0), /(1),...,/(x)} 


und j = (N, ®) die kleinste positive ganze Zahl x, für die /(x) 21 ist, bzw. =, 
falls kein solches x existiert. Ferner sei $ die Menge, deren Anzahlfunktion durch X (x) 
gegeben ist. Ist dann h eine positive ganze Zahl derart, daß 


I(h—1) = K(h—1) und /(h) < K(h) 


ist, und h’ die kleinste ganze Zahl > h mit /(h') = K(h'), so heißt die Folge der Zahlen 
h,h+4,...,h' ein Hauptintervall, bezeichnet mit [h, h’]. Falls kein solches Ah’ existiert, 
liegt ein unendliches Hauptintervall [k, oo) vor. Für endliches A’ sei unter der Länge 
L(h, kW) = h'—h+ 1 die Anzahl der Elemente des Hauptintervalls verstanden. Für jede 
positive ganze Zahl qg heiße das Hauptintervall [g, g’] ein g-/ntervall, wenn L(g,g) Zq 
ist und kein vorangehendes Hauptintervall eine Länge >_L(g,g’) hat. Die Menge der 
linken Endpunkte g,, 8,, . . . der g-Intervalle sei mit &,, die Menge der rechten Endpunkte 
81,8%... mit ©, bezeichnet. Diese Mengen sind mit den in [1] definierten Mengen © 
bzw. &' identisch. 

In [1] waren neben ® und ®’ in ähnlicher Weise Mengen 3 und 3’ eingeführt 
worden. Der erste der Verfasser erkannte jedoch insbesondere, daß die Mengen 3 und 3’ 
vermieden werden können. Die Beweise werden dadurch noch einfacher und durchsich- 
tiger. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, ein Hauptresultat der Ostmannschen Unter- 
suchungen in der folgenden Form zu beweisen: 


1) Es ist lediglich in den Voraussetzungen zu (3) und zu (6) der Druckfehler A*(A + ®) < 1ino*(U, 8) <s1 
zu berichtigen. 
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Satz 4. Sind für gegebene Mengen W, ® die Längen der Hauptintervalle beschränk! 
und unendlich viele Hauptintervalle maximaler Länge m vorhanden, so ist 


m —iA 





(1) F+A+B>S o* (A, B). 
Anderenfalls ist 
(2) A*(A +3) min {1, o* (A, 8)}. 


Wie in [1] lassen sich dann weitere Resultate Ostmanns ableiten, insbesondere: 


Satz 5. Für VEAAB und o*(AU, B)<1 ist stets 





(3) AU + 8) =. U, 8). 
Bekanntlich genügt es, sich auf den Fall o*(W, 8) <1 zu beschränken, da für 
or (A, B) >1 stets AHA+B) = 1 ist. 
Wir betrachten vorweg den Fall, daß kein Hauptintervall oder nur eine endliche 
Anzahl von Hauptintervallen endlicher Länge vorhanden ist. Dann folgt mit 
D-AAB, B-AUBC-A+BÜ-8+D 
und {vgl. [1], (18) und (19)} 
A-+B>BHD, And)+Bea)=Vld)+D(ie), 
daß D(x) = c (konstant) ist für x > x, und daher 
C(2) Z A(2) + B(x) — D(2) = A(a) + Bi) —c, 


AH) —e_ ey, B), 


A*(U + 9) > lim Z 


z>@© 


d.h. in diesem Falle (2) erfüllt ist. 

Wir betrachten als nächstes den Fall eines unendlichen Hauptintervalls [g, o). 

Dann gilt (2) in der Form 
IHA+B=1. 

Zum Beweise benutzen wir ein Prinzip, das schon in [1] gebraucht wurde und 
auch später noch benutzt werden wird. Es sei [z, y] ein beliebiges Intervall und c€€ 
mite>y>e. Ist ae, so ist c—a€B. Daher entspricht jedem Element von X in 
[x, y] sicherlich ein Element von ® in [e— y, e— x]. Also ist 

(4) Aa—1,y) sBe@—y—1,c—a). 

Man benutze (4) für =g, y=c—g, wo c >2g sei. Dann ist y>x, und wir 
erhalten 

(5) Ag—1,ce—g) <Blig—1,c—9g). 


Andererseits ist ce — g ein Element des unendlichen Hauptintervalls und daher 


IKe—g) <I(g—HA), 
e—g— Alc—g—Ble—g) <g—1—AB—V)— BW—1), 
Alg—Ai, c—g) >e—2g +1 — Big—A, c—g). 
Da c— 2g + 1 die Anzahl der ganzen Zahlen in [g, c — g] ist, folgt 
(6) Aß—1,8—g) >Bg—1,2—B). 
Das widerspricht (5). Also gibt es kein Element von €, das größer als 2g ist. Folglich ist 
IA+B=1. 
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Von jetzt an setzen wir daher stets voraus, daß unendlich viele Hauptintervalle von 
endlicher Länge vorhanden sind. Das bedeutet insbesondere, daß kein unendliches Haupt- 
intervall existiert. Hieraus wiederum folgt, daß o*(W, 8) <A ist, da sonst /(z) < 0 für 
genügend großes x wäre. Für den Beweis von Satz 4 ist wie in [1] ein Hilfssatz von wesent- 
licher Bedeutung. Er lautet in der jetzt möglichen vereinfachten Formulierung (die 
Mengen ©,, ©, €’, 8 sind bereits definiert): 

Hilfssatz 1. Sind g, und g,., zwei aufeinanderfolgende Elemente von ©, und ist c’ ein 
Element von &' mit?) 

(7) <e se tB&n—1, 
so ist 

(8) !—gEeRU ©. 

Beweis. Da g; € D ist, ist € — g;€ ®. Man setze €' — g; =. Es genügt anzunehmen, 
daß vE 8 ist; man hat zu zeigen, daß dann vE ®, ist. Wegen ven, ist v ein 
Element eines Hauptintervalles [w, w']. Also ist 

(9) v<v=l0—g<w. 


Man setze Y=D und B=8 in (4), ferner 2 =g, y=c'—w und dann z=w, 
y= c' —.g:. Dies liefert die beiden Ungleichungen 


(10) Dea—1, ed —w)sVWw—1,0—g,), 
(11) Du—1, 0 —g) <V(—1, d — u). 

Da c’ — g, nach (9) im Hauptintervall [w, w’] liegt, folgt wie beim Beweise von (6), daß 
(12) Div—1,0 —g) 2 V(w—A, ® —g)) 


ist, wo das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ce’ — w = w!’ ist. Wegen (9) ist  — w> 8.. 
Wäre nun ce’ — w < g;, läge also ce’ — w im Innern des Hauptintervalles [g;, g;], so erhielte 
man analog zu (12) 


(13\ Die —1, @ — u) >V—1, de — u). 

Wegen (10), (12), (11) und (13) erhält man einen Widerspruch. Daher ist 
(14) ‘—v2g- 

Durch Addition von (9) und (14) erhält man 
(15) wW— v2 —&:- 


Nach (9) und (7) ist w <e’ —g; <g;.,- Folglich ist [w, w'] wegen (15) ein g-Intervall. 
Da sein linker Endpunkt w <g;,, ist und g, und g;,, aufeinanderfolgende linke End- 
punkte solcher Intervalle waren, ist w < g,;, also L(w, w') < L(g,, g;),d. h. wW — w <g;—g; 
und wegen (15) 
u" — uv=g—6- 
Mit (14) erhält man daher 
| F>gtu=wW4g, F—-g2w, 

also c’ —g, = w’ nach (9). Mithin ist ce’ — g,€ ©,. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Folgerung. Man seize R,=R u ©,. Sind s und t ganze Zahlen derart, daß 
1<ss<st<g,,is(bw. 1 Ss<St für g,ı = @), so ist 

(16) Ci +s—1l, gg +1) 2 Rs —A,t0). 


?2) Der Hilfssatz bleibt auch gültig, wenn g,,, durch oo ersetzt und dann in (7) die obere Schranke für © 


fortgelassen wird. 
15* 
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Beweis. Ist ss<r<stund r€R,, so ist nach dem Hilfssatz g, + r€ €, also ent- 
spricht jedem Element von R, in [s, t] ein Element von EC’ in (; +s,g +1]. 


Satz 1. Wenn mindestens ein g-Intervall existiert, so ist 
(17) IE) > AH(R,). 


Beweis. Man nehme zunächst an, daß ®&, endlich ist und daß g* das größte Element 
von ®, ist. Es sei x >2g*. Man wende (16) fürg =s=g* undt!=x2—g* an. Da 
x — g* > g* ist, erhält man 

C' (2g* — 1, ) z R,(g* FR 1, 2—g*), 
1 ’ a Bi u 
lim ED) _ m € —1,2) > lim Rı(e* — ni Er u nn j 


zo» T z>« T zo» zoo 
Nun sei ®, unendlich. Man wähle in (16) erst s=g,_,,!=g—-A und dann 
s=g,1=g.1-—1- Man erhält so 


(18) lg +:— 2: N SR 1, 6 —1), 
(19) ER 1, 8. +61 —-VSRe—1, Gar —I)- 
Bildet man nun (18) und (19) füri=2,3,...,n —1 und addiert, so ergibt sich 
20), (tests DER 1 —-ND+ Re —1,,—1). 
Für jedes ganzzahlige x > g, + g, bestimme man nunmehr n eindeutig durch 
In-ı tn SE <Ent Barı- 


Wegen 2 — g, 2 g,-ı Strebt 2— g,> © für >00. Wählt man i=n,s=g,_, und 
t= 2 —g, in (16), und addiert die entstehende Ungleichung zu (20), so folgt 


(21) C(g +g—1,2)2Rlıı —1, 2 m)+ Ra —1, nm —1). 
Daher ist (vgl. [1], S. 109) 
C'(2) — Rılaı — A, ® 








— 8.) + R(g — 1, — 1) 











(22) = O0 ad —T 
. [Rah —) Rein —1 


Da für nichtnegatives k 
1 


| Per 58 
ist, folgt die Behauptung aus (22). 
Satz 2. Wenn mindestens ein q-Intervall existiert, aber kein unendliches Hauptintervall, 
so ist?) 
A(z) + B(2) — 6;(2) 
x 





4*(U +8) > lim 


Beweis. Wenn R, endlich ist, so ist A*(R,) =1 und 4*(W + ®) = 1 wegen (17). 
Andererseits ist dann auch ©, endlich, also 


lim Aa) + BI Gute) _ im Ad) + Bio) —;, 





zoo LT zo» u 


da kein unendliches Hauptintervall existiert. 


®) Die Abschätzung von Satz 2 ist mit der entsprechenden von Satz 2 in [1] äquivalent, da zwar 
6,(2) 2 @,(a), aber @,(2) — G,(z) <1 ist. 
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Es sei nun N, unendlich .Da 8 und ®, elementefremd sind, ist 
(23) R,(2) = 2 — R,(z) = x— K(2) —G/(2). 
Für alle Elemente x von RN, gilt 


K(z) = I(x) = 2x — A(z)— B(x), 
folglich nach (23) 


(24) R,(z) = A(2) + B(2) —G}(a) (TER,). 
Nun ist nach Satz 1 wegen Y+B=€>€ 
(25) A*(U + 8) > 4*(R,) = lim en 


z>»© 


Der hier auftretende Quotient kann aber relative Minima nur für Elemente x von R, 
annehmen; daher folgt mit (24) 


kun; = T 





lim 2 
zo >» T zo» T zoo 


zeR, zceh, 
also mit (25) die Behauptung. 


’ 


Folgerung. Existieren nur endlich viele Hauptintervalle der Länge q und keine längeren 
Hauptintervalle, so ist 


AHA+B > oA, B). 
Satz 3. Existiert mindestens ein Hauptiniervall der Länge g, aber kein unendliches 


Hauptintervall, so ist 


AU + 8) > II 8). 


Beweis. Die Anzahl der Hauptintervalle, deren Länge mindestens g ist und deren 
Elemente sämtlich < x sind, ist mindestens G, (x). Die Elemente dieser Intervalle gehören 
nicht zu $. Also ist 

g6;(z) < K(x) =x— K(2) S x — I(x) = A(a) + Bie), 
folglich 


Ad + BG 21 [An + Bin}. 


Folgerung. Existiert kein unendliches Hauptintervall, ist aber die Länge der Haupt- 
intervalle unbeschränkt, so ist 


AA +B) > (N, B). 
Damit ist der anfangs genannte Satz 4 vollständig bewiesen. 
Hilfssatz 2. Gehören sämtliche Elemente aller Hauptintervalle zu €, so ist 
A*(C) > o* (A, B) (HA, B)<S1). 
Beweis. Ist [g, g’] ein Hauptintervall, so ist wegen /(g—1) = /(g‘) 
e—g+1=Ag—i,g) + Be —1,g)). 
Andererseits ist nach Voraussetzung C(g —A1,g) =g’—g +1, also 
(26) Ca—1,g) =Aß—I1,g) + Big —1,g'). 
Ferner ist für jedes Intervall [r, s], das kein Element eines Hauptintervalles enthält, 
(27) C(r—41,s) zZ A(r—1,s) + B(r —1,s). 
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Summiert man daher über alle Intervalle (26) und (27) zwischen 1 und x, so folgt, wenn x 
rechter Endpunkt eines Hauptintervalles ist oder zu keinem Hauptintervalle gehört. 


(28) C(2) > A(a) + Bia). 
Anderenfalls ist, falls m die Maximallänge der Hauptintervalle ist, 
(29) C(z) Z A(z) + B(x) — m. 


Aus (28) und (29) ergibt sich die Behauptung. 
Wir schließen mit dem Beweis von Satz 5 (vgl. S. 114): 
] 
* a S 
A Ar eB, 

Beweis. Existiert ein Hauptintervall der Länge j+ 1, so folgt die Behauptung 
sofort aus Satz 3. Es seien daher alle Hauptintervalle von einer Länge < j, und es sei 
[g, g'’] ein beliebiges von ihnen, ferner  —g+1=g. Dann gehören die Zahlen 
1,2,....9—1 nicht zu ©,. Ferner gehören diese Zahlen nicht zu 8, da 7 das kleinste 
Element von & ist. Nach Hilfssatz 1 müssen daher die Zahleng,g+1,..,ge +9g—1=g 
sämtlich zu €’ und damit zu & gehören. Nach Hilfssatz 2 ist daher 


>. ] = 
A*(C) Z oH (N, B) > arg! o* (A, B). 
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Über die Hauptordnung der ganzen Elemente 


eines abelschen Zahlkörpers*). 


Von Heinrich-Wolfgang Leopoldt z. Zt. in Princeton. 


Diese Arbeit ist der Behandlung einer Frage gewidmet, welche flüchtig gesehen sehr 
einfach erscheinen mag, nämlich der Frage nach einer Übersicht über die ganzen 
Elemente eines über dem Körper P der rationalen Zahlen abelschen Zahlkörpers K. Sie 
scheint deshalb so einfach zu sein, weil diese Körper K doch Teilkörper von Einheits- 
wurzelkörpern P, sind und Ganzheitsbasen von Kreiskörpern P, wohlbekannt sind. Bei 
näherem Zusehen zeigt sich jedoch, daß dieser Weg in eine Wildnis schier unübersehbarer 
Rechnungen und Fallunterscheidungen führen würde aus dem einfachen Grunde, daß die 
bekannten Ganzheitsbasen aus Einheitswurzeln sich bei den Automorphismen des Körpers 
P, um so unvernünftiger verhalten, je weiter / von einer quadratfreien Zahl entfernt ist. 
Dieser Weg scheidet daher aus. 

Wir werden diese Frage vollständig beantworten und damit die von Hasse er- 
hobene Forderung!), ‚die Klasse der absolut-abelschen Zahlkörper ... in systematischer 
und strukturinvarianter Weise so weitgehend zu erschließen, daß man sich in ihnen ebenso 
frei bewegen kann wie in den quadratischen Zahlkörpern“, in einem wesentlichen Punkte 
erfüllen. Um dies zu tun, werden wir gerade das als Leitmotiv für unsere Untersuchung 
wählen, was jene Ganzheitsbasen von Kreiskörpern vermissen lassen: eine durchsichtige 
Darstellung des Verhaltens der betrachteten Dinge bei den Automorphismen des Körpers. 

Um dies näher zu erläutern, seien einige allgemeine (leicht auf relativ-galoissche 
Zahlkörper übertragbare) Bemerkungen vorausgeschickt: Nach dem Satz von der Existenz 
einer algebraischen Normalbasis von K/P ist K als 9-Modul operatorisomorph zum Gruppen- 
ring © = Pg seiner Galoisgruppe g, d.h. es gibt Elemente A von K mit 

(1) = ÖA. 

Dies gilt für jedes Element A von K, dessen Konjugierte über P linear unabhängig sind 
(kurz: das g-regulär ist). Ist ein solches A fest gewählt, so hat die Hauptordnung |, der 
Integritätsbereich aller ganzen Elemente von K, notwendig die Form 

(2) I= ®A 
mit einem über dem Integritätsbereich T der ganzrationalen Zahlen endlichen Teilmodul ® 
vom Höchstrang in ©. Den in (1) noch zulässigen Ersetzungen A-> £A mit regulärem &£ 
aus ® entsprechend ist in (2) nur die Klasse?) W, = {®} aller zu ® äquivalenten Moduln 
WE (E regulär) eine Invariante von K. Aus W, erhalten wir als eine „‚gröbere‘“ Invariante 
die Ordnung DO, von W „, also den maximalen Teilring O von © mit O® = ® für irgendein 
W aus W,. Diese Ordnung enthält natürlich den ganzrationalen Gruppenring % = Tg. 
Die Lösung der Aufgabe gliedert sich daher naturgemäß in drei Stufen: a) Bestimmung 


*) Habilitationsschrift Universität Erlangen, 1959. 

1) Hasse [1], Vorwort. 

2) Aus drucktechnischen Gründen mußten griechische Großbuchstaben im Petitsatz (Index) kursiv gesetzt 
werden. 
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der Ordnung ©,, b) Bestimmung der Klasse W, unter allen eigentlich zur Ordnung Q,. 
gehörigen Modulklassen von &, c) Bestimmung eines ausgezeichneten Vertreters ® aus 
W ,„ und eines ausgezeichneten g-regulären Elements A von K, welche miteinander in der 
Beziehung (2) stehen. 

Die Lösung der Aufgabe in dieser scheinbar recht komplizierten Form ist jedoch 
überraschend einfach: Wie üblich gehen wir aus von der Gruppe & der Charaktere xy von K 
als einer zur Beschreibung der Arithmetik von K sehr bequemen charakteristischen In- 
varianten des Körpers. Alle Charaktere x, deren zugeordnete zyklische Teilkörper K, von K 
sich in bezug auf irreguläre Verzweigung gleichartig verhalten, fassen wir zu einer Ähnlich- 
keitsklasse ® zusammen. Letztere identifizieren wir noch mit den als Summen ihrer 
Elemente erhaltenen linearen Charakteren 

Om 257 
xin® 

und nennen sie die Zweigcharaktere des Körpers. Da sich die Ähnlichkeit oder Unähnlich- 
keit zweier Charaktere x’, y'' an ihren Führern ablesen läßt, kann man die Zweigcharak- 
tere ® direkt der Betrachtung von & entnehmen. Durch 

—1 
AlueE 
ist dann, da die ® offenbar rationalwertig je eine ausgezeichnete Zerlegung der Eins 
in orthogonale Idempotente von ® gegeben. Ist ferner % = Tg der ganzrationale Gruppen- 
ring, so ist die Lösung der Aufgabe a) durch 


(3) OO. = dir FI (mit Io = 31,) 
® 


I=21, mit = on 
® 


gegeben und die Lösung der Aufgabe b) durch 

(4) We= 0 
. h. W, ist stets die (von der Zweigordnung DO, selbst gelieferte) Hauptklasse zur Ordnung 
O,. W ählen wir zur Lösung der Aufgabe c) als Vertreter dieZweigordnung ©, selbst, so ist 
das zugehörige g-reguläre Element A eindeutig festgelegt bis auf Substitutionen A> eA 
mit Einheiten e aus ©, und ist — da ©, die Eins enthält — stets ein ganzes Element 
von K. Zu dieser so erhaltenen Klasse O,-assoziierter Elemente A von K gehört ins- 
besondere die Basiszahl T, von K; sie ist definiert durch 


(5) T,= 23T, 
® 
mit den Zweigkomponenten 
1 
6 Tko = 
( ) K,® (Ko/P) EN (x| | Z 16)» 


wo K, den zum Kern g, von ® in g gehörigen Teilkörper von K, ferner /, dessen Führer 
und Zus die analytisch normierte primitive fa-te Einheitswurzel, sowie schließlich 


(7) (x|Z,) = 2 0, 
Pr 


die zu x bei Erklärung mod f, gehörige Gaußsche Summe bezeichnet. 


Es ist klar, daß durch den Hauptsatz, 

(8) = OxTz: 
alle Fragen über die Struktur von | als g-Modul mitbeantwortet werden und auch eine 
Ganzheitsbasis der üblichen Form mitgeliefert wird. Seinen Beweis ($$ 2 und 3) werden 
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wir jedoch nicht der oben angeführten Gliederung (a)—(c) entsprechend erbringen, 
sondern (seiner Auffindung entsprechend) mit der Basiszahl T, im Mittelpunkt. In $4 
ergänzen wir den Hauptsatz durch einen Eindeutigkeitssatz für diese grundlegende In- 
variante T,. Diesem Hauptteil der Arbeit ($$ 2—4) schicken wir in $ 1 eine Verallgemeine- 
rung auf beliebige abelsche Körper K der in Spezialfällen von Hasse [2] eingeführten, bei 
der Galoisgruppe g von K relativ invarianten Koordinaten yz(x | A) vorweg und geben 
dabei einen sehr einfachen direkten Beweis für die Ganzheit der Koordinaten ganzer 
Elemente. Um die Grundlagen für das Rechnen in K gleich vollständig anzugeben, enthält 
$ 1 überdies eine Übersicht über die ganzen Elemente A von K mittels ihrer Koordinaten- 
darstellung 


1 
(9) A= xp 2yalr|A) t(), 


wie sie sich aus dem Hauptsatz ergibt. Zum Beweis des Hauptsatzes werden an mehreren 
Stellen Aussagen über die Differente und ihre rationalen Teiler gebraucht. Diese Aussagen 
beweisen wir einheitlich im Anhang und vervollständigen dabei gleich (obwohl die Be- 
gründung dieser Aussagen aus der Führerdiskriminantenformel schneller zu gewinnen 
wäre) die Theorie der irregulären Verzweigung in solcher Weise, daß sich für jede gegebene 
Primzahl p die volle Kette der Hilbertschen Verzweigungsgruppen der Primteiler ® von p 
in K unmittelbar aus der Gruppe &% der Charaktere x von K ablesen läßt. 


$ 1. Invariante Koordinatenwahl. 
1. Einführung derx-Koordinaten: Es sei K ein abelscher Zahlkörper, g seine Galois- 


gruppe und x ein Charakter von K. Jedem Element A von K ordnen wir in folgender Weise 
eine x-Koordinate y„(x| A) von AinK zu: Sei dazu 


4 
nn -1 
r 0:09,20 ei 


das zu x gehörige primitive Idempotent des voll zerfallenden Gruppenrings der Galois- 
gruppe g von K und sei weiter r(x) die normierte eigentliche Gaußsche Summe zum 
Charakter x. Dann ist y;(x | A) erklärt durch die Formel 


1 1 
1 1,A = —— o-!) A = — A) r(x). 
( ) X (g: 1) a ) (K/P) Yr(x| ) (x) 
Die formalen Eigenschaften dieser x-Koordinaten werden zusammengefaßt in 
Satz 1: Jedes Element A eines abelschen Körpers K besitzt eine eindeutige Koordinaten- 
darstellung durch die Gaußschen Summen zu den Charakteren von K: 


1 
(2) A= (Rp) Z9r1x A) t(x). 


Die Koordinaten yz(x | A) von A in dieser Darstellung sind jeweils Elemente des Werte- 
körpers P(x) von x, 
(3) Yz(zx|A) in P(y), 


und zu konjugierten Charakteren gehören konjugierte Koordinaten, 


Pix) 
(4) ve | A) = yalz] A) ’ ), (z, (g:1))= 1. 
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Umgekehrt ist jedes den Bedingungen (3), (4) genügende System y(x) das System der Koordi- 
naten eines Elements A von K. Die Koordinaten sind weiter relativ invariant unter 9, 


(5) Yx(z | AP) = x(0) yx(z| A), 
und lassen sich in folgender Weise explizit durch A ausdrücken: Ist jeweils K, der zu x 
gehörige zyklische Teilkörper von K und 9), dessen rationale Kongruenzgruppe (also der Kern 
von x) und bezeichnet Z,, die analytisch normierte primitive f,-te Einheitswurzel, so gilt 


1 * (=) 1 
(6) y(x|AA=-— 2* x(s) SPayr{ prix, (A) ’ SPr, x, (Zi, )} 


fi s mod S, 
Demnach hängt yz(x | A) nur von SPxır,(A) ab. Ist 2 ein beliebiger Teilkörper von K und 
ist x bereits ein Charakter von ®, so gilt allgemein die Reduktionsregel 

(7) Yx(x | A) = Yo (x | Spxa(A)): 

Durch Satz 1 wird das Rechnen mit den Elementen von K vollständig zurückgeführt 
auf das Rechnen im gemeinsamen Wertekörper P(%) = P,„ der Charaktere von K, dem 
ja auch die Elemente (x, x’) des Faktorensystems der Gaußschen Summen, 
tg) eK) 

(xx) 





(8) o(g,xX)= 
angehören. 

Beweis von Satz 1: Die Darstellung (2) und die Automorphieregel (5) folgen unmittel- 
bar aus der Definition (1). Die Eigenschaften (3) und (4) der Koordinaten ergeben sich 
ohne weiteres aus der expliziten Formel (6). Wir beweisen zunächst die Eindeutigkeit. 
Sei dazu 


’ 


1 
0= —— 
(K/P) zum (x) 
eine Darstellung der Null mit Koeffizienten y(x) aus P(x), welche (4) erfüllen. Nach der 
Automorphieregel für Gaußsche Summen, also nach 
Pm 
(9) 1m) = x4(2) r(X%), (2, m) =1, 
für irgendein m mit r(x) in P„, folgt für einen solchen Ausdruck 
1 
B= (KP) zum t(x) 


wenn nur n | m und f | m gilt, die Formel 
BR) Era yi ei. 
— (K/P)% 
Demnach ist insbesondere 10=0 = RB y(x) t(x) und somit y(y) =. 


Pm 

Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Aus (9) folgt zugleich 87”) =B für alle z 
aus der K zugeordneten Kongruenzgruppe 9. Damit ist gezeigt, daß jeder solche Aus- 
druck zu K gehört. Es bleibt also nur die Gültigkeit der Formel (6) und der Reduktions- 
regel (7) zu beweisen. Hierzu schreiben wir die Definitionsformel unter Benutzung der Be- 
tragsregel 

(10) our )=r)dra)=rl—Vf, 
in der Form 


ya | a) = A) 
? 
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Hieraus ergibt sich (6) wegen 


«Na )= Fre) SPr,, IK, (Z 6 ) 


s mod Öy 


durch einfache Summationstransformationen. Zum Beweis von (7) hat man nur, wenn 
die Fixgruppe von 2 ing und g= g/h die Galoisgruppe von @ bezeichnet, die Definitions- 


formel — unter Beachtung von > =1 für n aus hd — wie folgt umzuschreiben 

1 1 
Pe... A Br KA de —1 Eu (2) (5; 

Rp 9A TO = PA = ap 220 (in ZN) = SP (Ko) 


4 4 
— (eJP) Ya (x | (K/8) SPxn(A)) . t(x). 


Auf Grund der Eindeutigkeit der Darstellung (2) folgt, daß die y,(x | A) als Funktionen 
von A linear sind über P, und daher ergibt sich weiter die Richtigkeit von (7). Damit 
ist dann der Beweis von Satz 1 abgeschlossen. 

2. Normalbasen und ihre Diskriminanten: Es läßt sich nun leicht eine Übersicht 
über alle (algebraischen) Normalbasen von K geben. Dazu nennen wir ein Element A, 
dessen Konjugierte A” linear unabhängig sind, kurz g-regulär. Dann gilt 


Satz 2: Ein Element A von K ist genau dann g-regulär, wenn alle x-Koordinaten von A 
von Null verschieden sind. Die Diskriminante des Systems der Konjugierten A’ von A wird 
durch 


(11) dg(...A’...)= (I yr(x|A)) -d; 


gegeben, wo d, die Körperdiskriminante bezeichnet. 
Man beachte dazu, daß nach (4) das Produkt I yx( 4 | A) rational ist. 


Beweis von Satz 2: Es genügt, (11) zu beweisen. Wegen 


1 
AA= ®= x(e) v(o) y„y,o(x, Y) Trix y) 


Y 


(mit den Abkürzungen y, = yx(x| A) und g = (K/P)) wird 


Sp(A’A?) = hr = x(e) v(o) y,y„@(x, Y) T(xy) (7 2 xyla ). 


& zing 


und daher nach (10) 
aan... 3 2 
Sp(A A?) - f3 Z Y,Yı-ı x(e) x(o ') ı— 1) In 
x 


Daher geht die Diskriminantenmatrix (Sp(A”A®)),, durch Transformation mit der Cha- 
rakterwertmatrix (x(o)),. aus der Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 
Y,%,.1%(— 1) f, hervor. Die Behauptung ergibt sich nun durch Determinantenbildung 


dg(... A’...) = det | Sp(A’A®) |, , = IH y,y,.\ıXx(—-N f, 
x 
aus der Führerdiskriminantenformel. 


3. Der Ganzheitssatz: Für die nachstehende Teilaussage der angestrebten Über- 
sicht über die ganzen Elemente von K ist der in den $$ 2—3 entwickelte Hauptsatz noch 
entbehrlich. Wegen ihrer Bedeutung beweisen wir sie daher direkt. 


Satz 3: Die Koordinaten y„(x| A) ganzer Elemente A des abelschen Zahlkörpers K 
sind ganze algebraische Zahlen. 
16* 
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Beweis. Es genügt auf Grund der Reduktionsformel (7) aus Satz 1 die Ganzheit von 
Yx(x | A) unter der zusätzlichen Annahme nachzuweisen, daß K zyklisch ist und x die 
Gruppe der Charaktere von K erzeugt. Unter dieser Annahme ist also K=K, und der 
Führer f von K fällt mit dem Führer f, des Charakters y zusammen. Für diesen Nachweis 
ziehen wir die Formel (6) aus Satz 1 heran, welche sich mit der Abkürzung 
= Sppix(Z,') 
hier in der einfachen Gestalt 
1 0 
(12) y„klA)=- 2 x(0) Sp(A’O,) 
Loing 
schreiben läßt. Dabei bezeichnet Sp die Absolutspur in K und g die Galoisgruppe vor K. 
Wir zeigen dann, daß y„(x | A) p-ganz ist für alle Primzahlen p. Ist p unverzweigt in K, 
so ist dies unmittelbar aus (12) zu entnehmen. Sei also p verzweigt in K und sei weiter 
vw2ebh2''20,>0,41={l} 
die mit der Trägheitsgruppe dv, (als O-ter Verzweigungsgruppe) beginnende und mit 
d,.1 = {1} abbrechende Reihe der Verzweigungsgruppen der Primteiler ® von p in K. 
Dann ist der p-Beitrag zur Differente durch 


E (w;:1)—1) 
(13) 2,= (A By‘ 
p 
und zum Führer durch 
& (;:1) 
(13)) pr= (IP) 
21» 
und somit zum Geschlechtermodul durch 
R 
gr u pP’ ums I v+l1 
13") »=-,-(0%) 
gegeben. Nach Definition von vd, haben wir dabei für alle o, aus v, die Kongruenz 
(14) Ar =Amod $;- 


Es durchlaufe nun o ein Vertretersystem r von g mod d,. Dann verschwindet der Ausdruck 


> 1 
Yx|AA=-+ 8 2 x(oo,) Sp(A°O,) = 0 


einr o„,inv, 
wegen 
2 x(o)=0. 


„ind, 


Für die Koordinate y,(x | A) ergibt sich somit die Umformung 
ver la) = yel Aieel = 22 neo) ©). 


Fr einr o„inp, 
p 


Hierin ist der vorstehende Faktor EZ ganz für p, ja sogar prim zu p nach Definition 
von R. Ferner sind wegen 
41 
p* 2, 
die Ausdrücke im Argument der Spur nach (14) und, weil ©, ganz ist, 
Avdu — Ae 


FO, =0mod’ z- 


pP 
und haben somit nach der Definition der Differente ganze Spuren. Damit ist die p-Ganz- 
heit von y2(x | A) auch für die in K verzweigten Primzahlen p bewiesen. 
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4. Übersicht über die ganzen Zahlen in Koordinatendarstellung: Diese ergibt sich 
nach leichter Rechnung aus dem Hauptsatz ($ 3, Satz 6, vgl. auch $ 3, 3., E). Wir stellen 
hier nur das Ergebnis zusammen. Dazu bezeichne 


K einen abelschen Zahlkörper, 
g seine Galoisgruppe, 
4 seine Charaktere und /, deren Führer, 
x die rational-irreduziblen Charaktere, X = sp(x), 
P(X) den gemeinsamen Wertekörper der x in X, 
fx den gemeinsamen Führer der x in X, 
2 den größten Teilkörper von K von quadratfreiem Führer, 
2* den größten Teilkörper von K, dessen Führer bis auf einen 2-Beitrag von 
höchstens 2? quadratfrei ist, 
® die Zweigcharaktere von K (vgl. $ 2, 1), 
K, jeweils den zum Kern g, von ® in g gehörigen Teilkörper von K, 
fo dessen Führer, 
9.— 1 falls Q@ + Q* und ® von zweiter Art er 
rs sonst \ 
no = (K,/R,), 
2. einen erzeugenden Automorphismus des zyklischen Körpers K,/2,, 
ö, das wie folgt erklärte Element des Gruppenrings der Galoisgruppe von 
Ko/R2: 
np\ 
= mli-ar), 
i Ing 


2 jeweils zu jedem in ® steckenden Charakter x die durch 


PR 
= Ir) 1 ( fe 
R; .(r NM 
erklärte Einheitswurzel, 
ms = (KIK,)- 
Dann gibt der folgende Satz eine Übersicht über die ganzen Elemente von K in ihrer 


Koordinatendarstellung: 


Satz 4: Das Element A des abelschen Körpers K habe gemäß Satz 1 die Koordinaten- 
darstellung 


1 
15 A=— 5 A) r(x). 
Genau dann ist A ganzalgebraisch, wenn die Koordinaten yy(x | A) ganzalgebraisch sind und 


(mit den oben eingeführten Bezeichnungen) die nachstehenden Teilbarkeits- und Kongruenz- 
bedingungen erfüllen, nämlich erstens 


(16) Yx(x | A) = 0 mod m, 
und zweitens schärfer 
(17) „E,5Pronir (2800) 2,Yx(xX | A)) = mod (K/P). 
‘in 


Dabei durchläuft ® alle Zweigcharaktere und o alle Automorphismen des Körpers K. In (16) 
durchläuft ferner x alle jeweils in ® steckenden Charaktere x; in (17) durchläuft X die in ® 
steckenden rational-irreduziblen Charaktere und bedeutet jeweils x einen (beliebigen) der 
algebraisch konjugierten abelschen Charaktere, welche X = sp(x) zusammensetzen. 





126 Leopoldt, Über die Hauptordnung der ganzen Elemente eines abelschen Zahlkörpers. 


Wie man leicht sieht, sind die vorstehenden homogenen linearen Kongruenz- 
bedingungen keineswegs voneinander unabhängig. Daher ist es in vielen Fällen möglich, 
ein sehr viel einfacheres äquivalentes System von Kongruenzbedingungen anzugeben. 


$ 2. Die Basiszahl T,. 


1. Einführung der Zweigeharaktere: Wir nennen zwei Charaktere y’, x’ von K 
zueinander ähnlich, wenn die p-Beiträge ihrer Führer /,, f,- für alle die Primzahlen p 
übereinstimmen, welche wenigstens in einem der beiden Führer mindestens zur zweiten 
Potenz aufgehen, 

hz, = I falls p?|f, oder p?|f,.. 


Die so erhaltenen Klassen ® ähnlicher Charaktere identifizieren wir mit den als Summen 
ihrer Elemente erhaltenen linearen Charakteren 


(1) = 5x 
xin® 
welche wir — ebenso wie die abelschen Charaktere x — zugleich als Charaktere der 


Galoisgruppe g von K und als Kongruenzcharaktere auffassen. Das kleinste gemeinsame 
Vielfache 
(2) k=M (fh) 


xin® 
nennen wir den Führer der Klasse (bzw. des Charakters ®). Den Kern von ® in g, also 
die Gruppe der o aus g mit ®(o) = ®(1), bezeichnen wir mit 9,. Den Teilkörper mit der 
Fixgruppe 9, in g nennen wir den zu ® gehörigen Teilkörper K,. Aus der Definition der 
Charaktere ® ergibt sich sofort deren Rationalität, da algebraisch konjugierte Charaktere 
einander offenbar ähnlich sind. 

Wir wollen zunächst eine bessere Übersicht über die Charaktere ® gewinnen: Dazu 
bezeichne für jede Primzahl p jeweils v( die erste Verzweigungsgruppe der Prim- 
teiler ® von pinK. Da die Ordnungen der vf® als p-Potenzen paarweise teilerfremd sind, 
ist ihr Kompositum 5 ihr direktes Produkt, 


(3) h = dir II ı®. 
p 


Der zu h gehörige Teilkörper & von K ist dann der größte regulär verzweigte Teilkörper 
von K. Während für ungerade Primzahlen p die Gruppen v') stets zyklisch sind, dies 
für p = 2 nicht notwendig der Fall. Hier ist jedoch stets die zweite Verzweigung: :uppe 
0% der Primteiler 3 von 2 in K zyklisch. Wir werden daher neben h auch die Untergruppe 

(4) h* = u x dir ]7 0” 

?+2 
und den ihr zugeordneten Teilkörper 2* von K zu betrachten haben. Nun durchlaufe Y 
die rational-irreduziblen Charaktere von h und Y die von ihnen in g induzierten Charaktere. 
Wir zeigen zunächst: 

A. Alle in einem festen Charakter Y steckenden Charaktere x von K sind zueinander 
ähnlich. 

Beweis: Die Faktorgruppe h/h, von h nach dem Kern von Y ist zyklisch, etwa von 
der Ordnuhg h,. Es sei 2, die h, zugeordnete zyklische Erweiterung von 2 vom Grade hy, 
und es bezeichne 9), Q, die Charaktergruppen von 2 bzw. 2,. Durchläuft £ ein Vertreter- 
system x, der g(h,) erzeugenden Klassen von W), mod 9), so ist demnach 

(5) Y= > Z:y. 


inry yinY 
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Es sei nun x einer der in Y steckenden Charaktere. Da Y,= {9, xy} von und y erzeugt 
wird, gilt dasselbe für die p-Komponenten, 


(6) Dr,, ea ID,» % 


Hieraus folgt zunächst: Ist der p-Beitrag ff’ zum Führer /„ von Q, mindestens p?, so 
ist {P = I, der Führer der p-Komponente x, von x. Denn der Führer von 2 und damit 


von allen Charakteren y von @ ist quadratfrei. Insbesondere ist daher I, unabhängig 
von der Auswahl von x in % sobald nur Pr durch p? teilbar ist, was zu zeigen war. 
Aus dem vorstehenden Beweis ergibt sich weiter: 


B. Für alle in einem festen Charakter Y steckenden Charaktere xvonK ist der Führer- 
quotient f„/f, quadratfrei und zu f, prim, und daher 


n (e)e(e)o 


Für eine mindestens quadratisch in f, steckende Primzahl p war dies oben gezeigt. Für 
f,, = p ist nach (6) auch f® = p, und für = 1 ist f@ ein Teiler von p. 





Ist die erste Verzweigungsgruppe b(? der Primteiler von 2 in K zyklisch, oder also 
etwas schwächer formuliert, gilt h = h*, so läßt sich die oben bewiesene Aussage umkehren: 


C. Ist h = h*, so fallen die Charaktere ® mit den in g induzierten Charakteren Y der 
rational-irreduziblen Charaktere Y von h zusammen, 

(8) . 0-4; 
darüber hinaus ist f„ = [„ und K, = 2%,. 

Beweis: Es seien Y,, Y, zwei rational-irreduzible Charaktere von h sowie 2,, Q,, 


die zu ihren Kernen 5, , hy, gehörenden Teilkörper, f,,, fy, deren Führer und n,, n, deren 
Relativgrade über &. Wir nehmen zunächst an, es gilt n, = n,. Dann folgt wegen 


(m fall ; 
(9) @= er n 4 (=1,2) 
' 1 oder p, falls ptn, 


für p # 2 sofort, daß die in , steckenden Charaktere x, nicht zu den in Y, steckenden 
Charakteren x, ähnlich sein können, wenn für eine ungerade Primzahl p die Relativgrade 
N,, N, verschiedene p-Beiträge besitzen. Derselbe Schluß gilt auch für p = 2, wenn wir 
nur beachten, daß hier (9) durch 


2?n9 falls 2|n, 
1 (2) un 3. ı . = 4 2 
9) I {, falls 24 "} (i 2) 
im Falle bh = h*, und durch 
ni, falls 2|n, und v3? hy, 
9) M=j2n?, falls 2|n, und vY <h,, (i= 1,2) 
1 falls 24n, 


’ 


im Falle h + h* zu ersetzen ist. Damit also ein in Yy, steckender Charakter x, ähnlich 
sein kann zu einem in Y, steckenden Charakter %,, muß notwendig n, = n, sein. 


Wir benutzen nun die Voraussetzung h = h*, der zufolge n, = n, nur möglich ist 
für 2, = ®,,. Dies ergibt aber Y, = Y,, und das war zu zeigen. 
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D. Ist (H: 5*) = 2, so fallen nur diejenigen Charaktere ® mit den in g induzierten 
Charakteren Y entsprechender rational-irreduzibler Charaktere Y von bh zusammen, 


(10) 0=Y, (9 | 2) 


deren 2-Beitrag zum Führer f, ein Teiler von 4 ist, während diejenigen Charaktere ®, deren 
Führer mindestens durch 8 teilbar ist, sich aus den in g induzierten Charakteren von je zwei 
verschiedenen rational-irreduziblen Charakteren Y', Y'' von h zusammensetzen, 


(14) = Y + %", (2? | fo). 


Die Charaktere ® der zweiten Art (2? | f,) lassen sich auch auffassen, als die in g indu- 
zierten Charaktere 


(12) o= Y* (2? | f,) 


derjenigen rational-irreduziblen Charaktere Y* der Untergruppe h*, deren Kern hi. nicht 
die volle zweite Verzweigungsgruppe v(? der Primteiler von 2 in K umfaßt. 

Für die Charaktere ® der ersten Art (f$) | 2?) ist /„= fu» und K,= Q,. Für die 
Charaktere ® der zweiten Art (P|f,) ist fo=fw = fu. sowie fg = fw und 
K,= Ay 2, = 2%. der Teilkörper mit dem Kern b%. von Y* in h* als Fixgruppe. 


Beweis: Der 2-Beitrag zum Führer f von K sei 2®, Dann ist hier R>2 und 
(9:4) = 2*1, Für 1<r<R—2 gibt es jeweils drei Körper mit einem festen 
genau durch 2’ teilbaren Relativgrad n über 2. Von ihnen ist fürr 2 2 einer nichtzyklisch 
(mit einem 2-Beitrag 2’*! zum Führer) und gibt daher keinen Anlaß zur Bildung eines 
Charakters Y. Die beiden anderen sind zyklisch. Da auch ihre 2-Beiträge 2”** zum Führer 
übereinstimmen, stecken die Induzierten der von ihnen gebildeten rational-irreduziblen 
Charaktere Y’ bzw. Y’’ von h im gleichen Charakter ®. Damit sind die Charaktere ® der 
zweiten Art bestimmt. Für r = 1 sind natürlich alle drei Körper zyklisch und dasselbe 
gilt erst recht von dem (einzigen) Körper mit r = 0. Somit kommen jeweils noch zwei 
zyklische Körper — und damit Charaktere  — hinzu, deren Induzierte y wegen der 
2-Beiträge 2° bzw. 2° zum Führer gerade die noch fehlenden Charaktere ® der ersten 
Art liefern. Die Richtigkeit der übrigen Aussagen ist leicht einzusehen. 


Wegen ihrer grundlegenden Bedeutung für die Theorie der abelschen Zahlkörper 
rechtfertigt sich wohl ein besonderer Name: wir werden die Charaktere ® weiterhin die 
Zweigcharaktere von K nennen. Wir haben oben die Zweigcharaktere durch die Ver- 
zweigungsgruppen ausgedrückt. Es ist leicht einzusehen, daß das System der Zweig- 
charaktere umgekehrt die verschiedenen Verzweigungsgruppen (mit positivem Index) 
vollständig festlegt, nämlich für eine gegebene Primzahl p als die Verschiedenen unter 
den direkten Faktoren von p-Potenzordnung der Kerne g,. Wir wollen darauf jedoch 
nicht weiter eingehen. 


2. Die Basiszahl T,. und ihre Zweigkomponenten: Für jeden Zweigcharakter ® von K 
bilden wir die Zahlen 


(13) T.o= gm Zrulzo. 


xin® 


wo Z,, die analytisch normierte primitive fg-te Einheitswurzel und r(y | Z,,) die zum 
Charakter x gehörige, mod f, erklärte Gaußsche Summe bezeichnet. Die Summe 


(14) Tz zn ZT,o 
® 
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dieser Zahlen nennen wir die Basiszahl von K, die Summanden T,, , ihre Zweigkomponenten. 
Nach einer bekannten Reduktionsregel für Gaußsche Summen (Hasse [3], $ 20., 1, IV) gilt 


t(x|Z,)= „(42) x(4*) ug), 


und hierin ist der vor der normierten eigentlichen Gaußsche Summe (x) stehende Faktor 
nach (7) von Null verschieden. Weiter ergibt sich hieraus, daß jeweils T, „ zuK,und daher 
Tz zu K gehört und überdies, daß die Konjugierten von T,, linear unabhängig sind. Die 
4-Koordinate von T, in K berechnet sich zu 


(15) ve | Te) = (Kıko) u(4*) 2(42), 


wenn jeweils ® denjenigen Zweigcharakter von K bezeichnet, in dem x steckt. Unser 
nächstes Ziel ist der Beweis von 


Satz 5: Die Basiszahl T, und ihre Zweigkomponenten T, „ sind ganze algebraische 
Zahlen von K. 


3. Die Möbiusschen Umkehrformeln für die Gruppe g: Bevor wir mit dem Beweis 
von Satz 5 beginnen, schicken wir eine rein gruppentheoretische Bemerkung vorweg. Es 
ist bekannt, daß sich jeder rationale Charakter einer endlichen (nicht notwendig abel- 
schen) Gruppe rational durch die von Hauptcharakteren von Untergruppen induzierten 
Charaktere ausdrücken läßt. Wir benötigen diese Tatsache für den abelschen Fall in 
einer zugleich genaueren und erweiterten Form, welche wir aus Analogiegründen die 
Möbiusschen Umkehrformeln für die Gruppe g nennen wollen: 


Hilfssatz: Es sei g eine endliche abelsche Gruppe und es bezeichne für jeden rational- 
irreduziblen Charakter X von g jeweils g„ den Kern von X (also die Untergruppe der o aus g 
mit X(o) = X(1)) sowie X den vom Hauptcharakter von g, induzierten Charakter. Dann gilt 


(16) {= IX, 
0y. 20; 
und dies läßt sich umkehren zu 


(17) x= 5 ulgr:g9)X. 
8x. 20r 
Darüber hinaus gilt für jede Funktion f(o) auf g mit Werten in einer (additiven) abelschen 
Gruppe die Identität 


(18) ZXlo)f(o)= FE ulgr:9r)'(9:9r) Or); 
oing ty Sy 


wobei für Untergruppen bh von g zur Abkürzung jeweils 


bh) = z (m 
gesetzt ist. . 


Beweis: Die Zerlegung (16) ist nichts anderes, als die Frobeniussche Reziprozitäts- 
beziehung für induzierte Charaktere und läßt sich auch leicht direkt begründen. Für die 
rechte Seite von (17) erhält man nach (16) 


Z uOr:0) Z X = 3X: ZZ u(dr:Yr) 


ty S0yr ey Sy 8 20 By Son 0, 
und, weil g/gr zyklisch ist, kann die innere Summe hier auch in der Form 
zZ ud) 


4| (82.07) 
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geschrieben werden. Die Umkehrungsformel (17) ist nun klar, weil X als rational-irredu- 
zibler Charakter durch 9, eindeutig bestimmt wird. Benutzt man noch 


X(o) [2 ER für cin ”) 
0 sonst 

so folgt (18), indem man den Ausdruck der linken Seite mit Hilfe von (17) umformt. 

Damit ist dann der Hilfssatz bewiesen. 

4. Vorbereitungen zum Beweis von Satz 5: Nach 1.,C fallen für 5 = h* die Zweig- 
charaktere ® von K mit den in g induzierten Charakteren Y der rational-irreduziblen 
Charaktere Y von h zusammen. Nach (5) erhalten wir ferner für ® = Y für die Zweig- 
komponente T,,, nacheinander 

Is 2° 2 ol zyW) = 5 2  ZiWZ 
TRro). Ier 


‘ K,® = ur 
(2y/P) zmoary $inrw yinY mod fy Einzyw 
aindg 





wo &, die @ zugeordnete Kongruenzgruppe bezeichnet, und daher . 


(19) T2,o, = 


Hierin erscheint Y nur noch als Charakter von h oder — was dasselbe bedeutet -— als 


Charakter der Kongruenzgruppe ©,, und mit dv = h/hy, der Galoisgruppe von 2,/2, 
läßt sich dies ersichtlich in der Form 


1 Be 
(20) Tao = (2,8) 3 Y(n) ©% 


Tinhy 
darstellen, wo ©, durch 
0,= SPpp, „Iay(Zr,) 


definiert ist. Nach den Möbiusschen Umkehrformeln für die Gruppe h, läßt sich der 
zuletzt erhaltene Ausdruck für T;,, weiter umformen. Dabei ergibt sich schließlich 
Op \ 
(21) Tz, ® aaa = PR near, SPayıa (Bm ) 

Für h #h*, also (h:h*) = 2, haben wir die beiden in 1., D aufgeführten Arten von 
Zweigcharakteren ® zu unterscheiden; für die Zweigkomponenten T, „ zu Zweigcharak- 
teren ® der ersten Art (d.h. mit f) | 2?) gelten noch genau dieselben Formeln, welche 
oben für h = h* entwickelt wurden. Denn wie im Falle h = h* sind hier die ® die in g 
induzierten Charaktere Y von gewissen rational-irreduziblen Charakteren Y von h (genauer 
von denjenigen Y, deren Kern h, als größten direkten Faktor h% von 2-Potenzordnung 
entweder die erste Verzweigungsgruppe h% = v‘ oder die zweite Verzweigungsgruppe 
h%@ = vl? der Primteiler von 2 inK besitzt; dementsprechend ist dann /5’ = 1 bzw. = 2°). 
Für die Zweigkomponenten T, „ der Zweigcharaktere ® von zweiter Art (d.h. mit 
2° | f,) wird dagegen die Rolle des Körpers 2 von seiner quadratischen Erweiterung 2* 
übernommen. Ein solcher Charakter ® ist nach 1., D der in g induzierte Charakter y* 
eines rational-irreduziblen Charakters Y* von h*, dessen Kern h. die zweite Verzwei- 
gungsgruppe v( der Primteiler von 2 nicht umfaßt. Es sei 2%. der zu h%. gehörige Teil- 
körper und hy. = h*/h%. seine von der Ordnung hy. zyklische Galoisgruppe über Q* sowie 
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Q* bzw. Yy. die Charaktergruppe von 2* bzw. 2%.. Mit einem Vertretersystem r,. der 
G(Ay.) erzeugenden Klassen von Y%. mod 9* ist dann 


(5*) o=-tt=- 5 ze 


*inry» y*in )* 


in Analogie zu (5). An Stelle von (19), (20) und (21) ergeben sich hier dann auf dieselbe 
Weise wie oben die Darstellungen 








1 
(19*) Tee = —— 2’ Wie), 
(REr/ Q2*) a mod fys aus 
ain 9g* 
und 
N a 7 
20* : q — Zee y. 01. 
(20*) K,® (2}./Q*) m” (n) 9% 
mit 
9. = SD put (rg) 
sowie 
(21) T%,o = 92 u(25/N*) Spas jA* (se > 
; DSsAar sag, > (25./A*) 


Dem Ganzheitsbeweis legen wir die Darstellungen (21) bzw. (21*) zugrunde. 


5. Beweis von Satz 5: Wir betrachten zunächst den Fall h = h* und zeigen, daß 
die in (21) auftretenden ‚Nenner‘ jeweils Differententeiler sind, 


(22) (Ry/A) | Doyın, (B<SAS<Q,). 


Dieselbe Aussage gilt für (H:h*) = 2 für diejenigen Y, welche gemäß Y=0 einem 
Zweigcharakter ® von erster Art entsprechen. Für die bei (h:: h*) = 2 evtl. auftretenden 
Zweigeharaktere ® = Y* von zweiter Art zeigen wir entsprechend 


(22*) (DEN) | Toys, (2* SA < Qp.). 


Aus (22) bzw. (22*) ergibt sich nach Definition der Differente sodann die Ganzheit jedes 
einzelnen Summanden in den Darstellungen (21) bzw. (21*) für die Zweigkomponenten 
der Basiszahl. 

Zum Nachweis von (22) und (22*) schreiben wir K an Stelle von Q, bzw. 2%. sowie 
A für A bzw. A* und bezeichnen die zu K bzw. A gehörigen Charaktergruppen mit & 
bzw. 9. Wegen A = 2 ist dann der Relativgrad (K/A) gleich dem über alle Primzahlen p 
erstreckten Produkt der irregulären Verzweigungsordnungen der Primteiler von p in 
K/A. Nach Satz II des Anhangs hat daher die Relativdifferente entweder den vollen 
oder den halben Relativgrad von K/A als größten rationalen Teiler. Es bleibt also nur 
zu zeigen, daß die Bedingungen für das Hinzutreten des Faktors 3 in den hier zu betrach- 
tenden Fällen niemals erfüllt sein können. Nun tritt der Faktor $ genau dann hinzu, 
wenn die nachstehenden drei Bedingungen erfüllt sind: (a) v in %,, (b) v nicht in 9,, 


(ec) D, + {1}. Dabei bezeichnet v(x) = =) den quadratischen Charakter vom Führer 4. 


Sie implizieren, daß r“ nicht zyklisch ist [nach (a), (b) und (c)], und sind daher für h = h* 
sicher nicht erfüllt. Sie implizieren, daß der Führer von K mindestens durch 2? teilbar ist 
er 
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[infolge (b) und (c)], und sind daher für die Charaktere ® von erster Art (im Falle h + h*) 
sicher nicht erfüllt. Sie implizieren weiter, daß Q2* kein Teilkörper von A ist [wegen (b)], 
und sind daher auch für die Charaktere ® von zweiter Art (im Falle h + h*) sicher nicht 
erfüllt. Damit ist der Nachweis von (22) und (22*) erbracht und Satz 5 ist bewiesen. 


$ 3. Die Hauptordnung des Körpers. 


1. Vorbemerkungen über gewisse Ordnungen des Gruppenrings: Es sei © = Pg der 
rationale Gruppenring einer endlichen abelschen Gruppe g. Als kommutative halbeinfache 
Algebra über P ist © eine direkte Summe von Zahlkörpern ®,, welche eineindeutig den 
rational-irreduziblen Charakteren X von g (bzw. ®) entsprechen, 


A) = dir F6;. 
X 


Genauer ist, wie man sich leicht überlegt, jeweils der zu X gehörige Komponentenkörper ®, 
isomorph zum gemeinsamen Wertekörper 


(2) 6r=P(y 
der in X steckenden abelschen Charaktere x von g, aus denen X durch Spurbildung 
x=sp(x) 


hervorgeht. Ist 9, der gemeinsame Kern in g der Charaktere x, also die Gruppe der o 
mit X(o) = X(1), so ist das zu ©, gehörige primitive Idempotent 1, durch 


1 
l,= un 3X(e"!)o 
en 
und eine &, über P,=P-1, erzeugende, primitive gy-te Einheitswurzel Z£, durch 
r= al, 


gegeben, wo {(X) einen erzeugenden Vertreter der von der Ordnung g; zyklischen Faktor- 
gruppe g/gr bezeichnet. 

Als kommutative halbeinfache Algebra über P besitzt © nur eine einzige Maximal- 
ordnung, nämlich die direkte Summe 


(3) *=dir FO; 
x 


der Hauptordnungen DO, der Komponentenkörper. Wir nennen sie demzufolge die Haupt- 
ordnung von ©. Ihre Diskriminante ist ersichtlich das Produkt der Körperdiskriminanter 
der Komponentenkörper ®;, 


dg(D*) = d, = de, 


und sei schlechthin die Diskriminante von © genannt Während die Arithmetik in ® 
(Ganzheitsbegriff usw.) sich naturgemäß auf die Hauptordnung O* bezieht, hat die 
arithmetische Darstellungstheorie der Gruppe g auch nicht-maximale Ordnungen von ® 
in Betracht zu ziehen, nämlich alle Ordnungen O von ©, welche die Gruppenelemente o 
enthalten. Die Kleinste unter ihnen ist der Gruppenring % = Tg von g über dem Inte- 
gritätsbereich T der ganzen rationalen Zahlen, welche wir die natürliche Ordnung oder 
auch g-Ordnung von © nennen. Die Diskriminante von % hat bekanntlich den Wert 


du) = + (g: 1)”, 


wobei das Vorzeichen durch die Permutation o— 0! geliefert wird. Hauptordnung und 
natürliche Ordnung sind Anfangs- und Endglied einer Serie von Ordnungen O®, welche 
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eineindeutig den Untergruppen h von g entsprechen und folgendermaßen definiert sind: 
Ist 9 = Ph der rationale Gruppenring der Untergruppe h von g, den wir in natürlicher 
Weise als Teilalgebra von & auffassen, so sei O diejenige Ordnung, welche durch 
Ringadjunktion der primitiven Idempotente von 9 zur natürlichen Ordnung $% diese teil- 
weise zerfällt. Durchläuft also Y die rational-irreduziblen Charaktere von h bzw. 9 und 1, 
die zugehörigen primitiven Idempotente, so hat man für DO ersichtlich die Darstellung 


(4) O9 = dir 5%, 
y 
mit $ = %1y. Man beachte dazu, daß in & offenbar 
(5) 1, = z1,=1 
XZinY 


gerade die Summe derjenigen primitiven Idempotente 1, von ® ist, deren Charakter X 
in dem von Y in g induzierten Charakter Y steckt. Wir nennen O% die b-Zerfällung der 
natürlichen Ordnung von © oder auch kurz die (h, g)-Ordnung von &. Um die Diskriminante 
von DO zu berechnen, bemerken wir zunächst, daß mit &, = ®1, nach (4) die Zerlegung 


409) = da, (dr) 


gilt. Durchläuft ferner o ein Vertretersystem r von g/h und bezeichnet ,y, einen er- 
zeugenden Vertreter der von der Ordnung Ah, zyklischen Faktorgruppe h/hy, wo hy, den 
Kern von Y bezeichnet, so ist leicht einzusehen, daß die Elemente 0 yiy (e in r, 
0 <r< gp(hy,)) eine T-Basis der Ordnung $, von ®, bilden. Demzufolge ist die Diskri- 
minante d,, (3) bis auf das Vorzeichen durch 


fr 02 in rt 


day) = + det Ya | Mn pie) 


gegeben und eine einfache Rechnung zeigt, daß dies zunächst zu 


(6) dy,, (By) = +4: n)(e:® mag,” 
und damit weiter zu 
(7) ds(DP) = +4. (g: H)®' Da: 


führt, wobei das Vorzeichen natürlich wieder mit dem der Permutation o— o-! über- 
einstimmt. Den Index der natürlichen Ordnung % bezeichnen wir mit (O*:%) = 0(g), 
den Index ihrer h-Zerfällung O® mit (O*: 0%) = Q(h; 9). Wir vermerken zunächst 
die Reduktionsformel 

(8) 0b; 9) = PITTCHUE 


Sie ist eine einfache Folge der allgemeinen Beziehung d,(M) = (O*: M)?d, für einen 
Modul M< ©* vom Höchstrang und der obigen Diskriminantenformeln. Nach (8) 
haben wir es im Grunde nur mit der Funktion Q(g) des einen Arguments 9 zu tun. 
Um die Abhängigkeit von der Struktur der Gruppe g näher zu beleuchten, reduzieren 
wir Q(g) weiter auf eine von Hasse eingeführte Funktion c(g): Bedeutet qg(m) die Anzahl 
der Lösungen von x” = 1 in g, so ist c(g) definiert als das über alle in (g: 1) steckenden 
Primzahlen p erstreckte Produkt 
1 (6:)\ _(@:D 
A). 


(9) cQ)= I p° »"ia:n 


p|(e:1) 
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Die wichtigsten Eigenschaften von c(g) lassen sich hieraus leicht ablesen: 1. c(g) ist eine 
natürliche Zahl: 2. Ist g = dir /I go, eine direkte Zerlegung von g in Faktoren ga, von paar- 


weise teilerfremden Ordnungen, so gilt die Zerlegungsregel 

(10) (9) = Tea); ®, 
3. genau dann ist c(g) = 1, wenn g zyklisch ist (vgl. hierzu Hasse [1] S. 34). Für die 
Reduktion von Q(g) auf c(g) benötigen wir schließlich noch die Darstellung 


» A\lag:1) 
(11) eig) = Ede 


II ex ’ 
X 
aus der sich in Verbindung mit 
 4)@: 1) 
O(g? = ar E 
6 
unmittelbar die Beziehung 
(12) O9) e(g) = IT (gr : 1°" 
x 


ablesen läßt. Bezeichnet nun für eine natürliche Zahl m und eine Primzahl p jeweils m, 
den p-Beitrag zu m und bedeutet P(m) die durch 


rn 
(13) P(m)=Ip’"' "” 
p 
erklärte zahlentheoretische Funktion, so wird die Reduktion von Q(g) auf c(g) schließlich 
geleistet durch die Relation 


(14) Q(g) = c(g) Pig) mit P(g)= Plg:1), 


in welcher der Faktor P(g) nicht mehr von der Struktur, sondern nur noch von der 
Ordnung der Gruppe g abhängt. Diese Relation ist für p-Gruppen g leicht zu bestätigen 
und ergibt sich hieraus dann allgemein mit Hilfe der auch für Q(g) und P(g) an Stelle 
von c(g) gültigen Zerlegungsregel (10). — Wir wollen abschließend die zur Ordnung O9 
gehörigen Elemente x von ® durch Kongruenzen für ihre absolut-irreduziblen Dar- 
stellungen x(x) kennzeichnen. Der direkten Zerlegung (4) entsprechend genügt es, dies 
für die Elemente eines direkten Summanden %, zu tun. Wir führen zunächst das Element 


a - 1 _ 
(15) 6, = Tv f — un : ER 
y 


aus dem Körper $, ein. Wie man leicht bestätigt, ist Öy eine Zahldarstellung der reziproken 


Differente 
1 


u z 


dieses Körpers. Dann gilt: 
Ein Element x aus „= ® 1, gehört zur Ordnung Y,von ©, genau dann, wenn für 
alle o aus g die Kongruenz 


(16) Y(ö„x0-!) = 0 mod (g: 5) 


erfüllt ist, wo Y den von Y in g induzierten Charakter bezeichnet. 
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Zum Beweis stellen wir ein x aus 6, der oben angegebenen Basis entsprechend 

eindeutig in der Form 
x= 50,0 
o’inr 
mit Koeffizienten 
wu Eule 
0< v’ < p(hyp) 

aus dem Körper 9, dar, wo r ein Vertretersystem von 9 mod h bezeichnet. Genau dann 
gehört & zu $,, wenn die a, „ ganzrational sind, d. h. wenn die Koeffizienten x, aus Hy 
ganzalgebraisch sind. Setzen wir auch o eindeutig in der Form o = 0" nty, 7, mit 0 in r, 
no in hy und O< r"’ < h, an, so haben wir nach einfacher Rechnung 


(17) Y(d,x0"') =(g:h) Ylöyag u) )- 


Daher besagt die Bedingung (16) nichts anderes, als daß die durch die Koeffizienten x, 
dargestellten Hauptdivisoren a, = x, des Körpers $, nach Division durch die Differente 
d,„ von $% sämtlich ganze Spuren haben. Doch dies ist nach Definition der Differente 
gleichbedeutend mit der Ganzheit der «,., was zu zeigen war. 


2. Der Hauptsatz: Nach diesen Vorbereitungen haben wir alle Mittel in der Hand, 
um die Hauptordnung eines abelschen Zahlkörpers K, den Integritätsbereich | seiner 
ganzen Elemente, vollständig zu übersehen. Dazu durchlaufe ® die Zweigcharaktere 
von K und bezeichne jeweils 


1 ur 
(18) ,-.:n,2°° )o 


die zugehörigen (im allgemeinen natürlich nicht primitiven) Idempotente des Gruppen- 
rings & = Pg der Galoisgruppe g von K. Die durch Ringadjunktion der 1, zur natürlichen 
Ordnung % = Tg von g entstehende Ordnung 


von ® nennen wir die Zweigordnung des Gruppenrings. Für A aus Kunda= Ya,o 
setzen wir schließlich oing 
aA = 3a,” ze Aa, 


oing 
indem wir K und © als elementweise miteinander vertauschbar ansehen. Dann lautet 
der Hauptsatz: 


Satz 6: Es sei K ein abelscher Zahlkörper. Bezeichnet D, die durch die Zweigcharaktere ® 
von K bestimmte Zweigordnung des rationalen Gruppenrings © = Pg der Galoisgruppe 9 
von K, so ist die Hauptordnung | von K das Produkt 


(20) i= Oxlr 

von Oyx mit der Basiszahl T, von K. 
Beweis: Da nach Konstruktion der Zweigkomponenten T, „ ersichtlich 
(21) 1, Tao = Tr o 


gilt, und da weiter die 1, paarweise orthogonal sind, ist nach Satz 5 jedenfalls O,T, =|. 
Satz 6 ist daher bewiesen, wenn wir die Diskriminante des Moduls O,T, zu 


(22) dx(OxTz) um dx 
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bestimnıen können, wo d, die Körperdiskriminante von K bezeichnet. Dazu führen wir 
die Hilfszahl T mit den Koordinaten 


„in =n(4*) (4?) 


ein, wo jeweils ® denjenigen Zweigcharakter von K bezeichnet, in welchemxy vorkommt. 
Da die Koordinaten von T, wie oben gezeigt, sämtlich von Null verschieden und Einheits- 
wurzeln sind, hat nach Satz 2 der — von den Konjugierten T” von T aufgespannte — 
Modul XT die Diskriminante d,($T) =d,. Der aus allen Elementen mit ganzen Koordi- 
naten bestehende Modul O*T hat somit die Diskriminente 


de 
O9)? 
wo ((g) = (0*:%) den Index der natürlichen Ordnung bezeichnet. Wir drücken schließ- 


lich den Modul O©,T, durch die Hilfszahl T aus; dann ist mit einem gewissen Teilmodul 
W von O* 


d,(DO*T) - 





Oglz = MT. 
Demnach erhalten wir für die zu berechnende Diskriminante die Formel 
(D*: W)? 
d,(D;T,) = -—— — d,, 
x( K x) Q(9)? K 
und der Beweis der Behauptung (22) läuft zurück auf den Nachweis von 
(O*:W) 
23 LEN 
) Q(9) 


Nach Definition von ®, T und T, ist nun ® das O,-Hauptideal 
%=0;, (Z1KiK) Io) 
® 
und hiernach ist weiter 


(24) (DH: W) = (D*: D,) IT (K/K)’". 


Von nun an sind wieder die beiden Fälle h = h* und h + h* zu unterscheiden. Im ersien 
Fall sind nach $ 2, 1.,C die Charaktere ® mit den in g induzierten Charakteren Y der 
rational-irreduziblen Charaktere Y von h identisch. Da hier 


1,=1;=1, 
gilt, ist DO, einfach die h-Zerfällung der natürlichen Ordnung $%, 
DD. = DM. 
Demnach und wegen (8) wird hier (O*: O,) = O(h; 9) = ayen- Nach (12), angewandt 
auf die Gruppe H statt g, wird hier ferner JJ(K/K,)”" = IT(h,: 1)""@:» — (Q(h) c(h))®:®, 
Daher berechnet sich der in Rede PRTET Quotient (23) zu 
(+: _ 1 ,_Qg 





- (Q6) (0? = eh)e:®. 


Ad PD) Ode: 


Nun ist aber im vorliegenden Falle h = h* zyklisch, also c(h) = 1. Dies zeigt die Richtig- 
keit von (23) im Falle h = h*. 
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Im zweiten Falle h + h* ist (bh: b*) = 2. Hier wollen wir die rational-irreduziblen 
Charaktere Y* von h* von erster bzw. zweiter Art nennen, je nachdem ihr Kern h%. die 
volle zweite Verzweigungsgruppe b{? der Primteiler von 2in K umfaßt oder nicht umfaßt. 
Die Zweigordnung O, enthält hier sicher alle Idempotente 1,. = 1,;. und umfaßt somit 
die Ordnung O®”. Während nun für die Charaktere Y* von zweiter Art die in g indu- 


zierten Charaktere Y* mit den Zweigcharakteren ® von zweiter Art identisch sind, 
Y*-0® und A.=1,, 


zerlegen sich für die Charaktere Y* von erster Art die in g induzierten Charaktere Y* in 
je zwei Zweigcharaktere, welche auch als die in g induzierten Charaktere zweier ver- 
schiedener rational-irreduzibler Charaktere Y’, Y’’ der Untergruppe h aufgefaßt werden 
können: 


Y#=-0+0"=-Y+%" und ul. +4 ip + Ip 


Zum Beweis von (23) formen wir nun den in Rede stehenden Quotienten (23) mit dem 
Zähler (24) wie folgt weiter um: Es wird zunächst 








ou) 
(O+:®8) 1 ,(8*:069) KR ® 7 Eng 
Q(9) og) (Ok : 969) y. ys (K/2$. a 


und hierin ist nach (12) 
II (K/24.)"® = (TI (4: 9°0)0:09 = (Q5*) ehr)" 
ys ys 


sowie nach (8) 


(O +. HN) — A) 








O(h*e: #9) - 
Berücksichtigt man noch, daß c(h*) = 1 ist, weil h* zyklisch ist, so erhalten wir damit 
weiter 
IT (K/K,)’" 
(25) (D*: B 1 EIER e y. b .) 
Old)  — (Dx: 0 ) »\ (K/as)”® 


Nun ist, weil die 1,. zu O, gehören, 
DO; = dir FO, u; (mit Ogy = D% Ip), 

ys 

und der Vergleich mit 
96) —_= dir ZIe (mit In = % “ lye) 
ys 

ergibt die Aufspaltung 

(I: Bw) = II(O;, wei pe) 

ys 


für den ersten Faktor. Nach ihrer Einführung in (25), also in 


IT (K/K,)’" 
(O*r:W) _ 1 dat 
Od) yY*® (von erster Art) (Oxr y.: : Je) (K/as.)?"® 
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(26) 
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können wir das Produkt auf die Charaktere Y* von erster Art beschränken, da die analog 
gebildeten zu Charakteren Y* von zweiter Art gehörigen Faktoren offensichtlich gleich 


Eins sind (man beachte ® = y*): 
II (K/K,)*® 


(Ogy: Fu) =1 und *" ei = 1 (Y* von zweiter Art). 
a (Kay) ® 
Dies gilt nun auch für die zu Charakteren Y* von erster Art gehörigen Faktoren, und 
mit dem Nachweis dieser Tatsache, 
IT (K/K,)’® 
; e ee x y. * 
(27) (Da: Ip) = (Kon (Y* von erster Art), 
wird der Beweis von (23) beendet sein. Hierzu betrachten wir zunächst den Ausdruck 
auf der rechten Seite von (27). Wie schon gesagt, zerlegt sich Y* in zwei Zweigcharaktere 
g 


(28) Yr — &’ + ®', &' — y o'’ = yr 








welche beide als in g induzierte Charaktere von rational-irreduziblen Charakteren Y’, Y’' 
der Gruppe h aufgefaßt werden können. Sie sind dadurch unterschieden, daß ihre Kerne 
Hy, Hy, als größten direkten Faktor von 2-Potenzordnung die erste bzw. zweite Ver- 
zweigungsgruppe der Primteiler von 2 in K besitzen, 
(29) He = u) bzw. KO) = ul), 
während ihre größten direkten Faktoren von ungerader Ordnung 
by = hi 
übereinstimmen. 
Daher ist 
K, = Qy,. und Ko. = Da == 0° Dy, 
während definitionsgemäß 
05. = 05. = 9°0, 
ist. Hiernach ist die rechte Seite 
II (K/K,)*" 
(30) mr gro „diem, 
(Kay) 
Wir betrachten sodann den Ausdruck auf der linken Seite von (27). Der Aufspaltung 
(28) entspricht hier die direkte Zerlegung 
Du = I ® Ip. 


Ihr zufolge ist die Diskriminante d,,,(Ox, y.) der Ordnung OD, y. der Algebra G..= Gi. 
einfach das Produkt 
Ay (DO x, y.) = dy,.(Ir) dp") 


der Diskriminanten der Ordnungen %y., Yy. der Algebra ©, = G1,. bzw. G.. = Gi... 
Demnach erhalten wir für das Quadrat der linken Seite von (27) die Formel 
de (3 .) 
(Oz, pe: Ir)” Pr u; ur . 
By (By) day. (I) 
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Die hierin vorkommenden Diskriminanten haben wir jedoch in (6) bereits bestimmt. Wir 
erhalten somit 
(g: +)” nn 





(Dry: Im)? = — ring: — on 
(g: Hy” H)+Y a r E  ae 


und dies ist wegen Y*(1) = %*(1) (g: h*) = (Y’(1) + Y”’(1))(g:h) einfach 
. ds. (8:5) 
(DO, pe: gu) = 270) =) 


Setzen wir schließlich m = (h:: h,.), so ist der Komponentenkörper $,. von $ = Ph der 
Körper der m-ten Einheitswurzeln, ferner ist $,. der Körper der 2m-ten Einheitswurzelp, 
und schließlich ist der Komponentenkörper $%. von $* = Ph* wiederum der Körper der 
m-ten Einheitswurzeln. Da nach (29) jedoch m ungerade ist, sind alle drei Körper (ab- 
strakt) einander gleich. Da deshalb auch ihre Diskriminanten zusammenfallen, folgt 
schließlich 


(31) (Op pe: I)? = 2m, 


Der Vergleich von (30) mit (31) zeigt die Richtigkeit von (27). Damit ist dann Satz 6 
bewiesen. 


3. Ergänzende Bemerkungen zum Hauptsatz: Nachstehend stellen wir einige ein- 
fache Tatsachen zusammen, die sich größtenteils direkt aus dem Hauptsatz ablesen lassen. 

A) Die Struktur der Hauptordnung | als g-Modul: Entsprechend der direkten Zer- 
legung der Zweigordnung 


(32) DO, = dir So (mit 3, = 31,) 
® 
erhalten wir: 


Satz 7: Die Hauptordnung | des abelschen Zahlkörpers K ist als g-Modul die direkte 
Summe 


(33) | = dir SI, 
® 


der g-Teilmoduln |„= l!1,, wo ® die Zweigcharaktere von K durchläuft und jeweils 


1,= ZE0(o’')o das zu ® gehörige Idempotent des rationalen Gruppenrings 
% oing 
& = Pg der Galoisgruppe g von K bezeichnet. Die einzelnen g- Teilmoduln |, sind als g-Moduln 


direkt unzerlegbar und besitzen Basen aus konjugierten Elementen. 


B) Ganzheitsnormalbasen: Zur Frage nach der Existenz von Ganzheitsnormalbasen 
ergibt sich hieraus insbesondere: 


Satz 8: Ein abelscher Zahlkörper K besitzt dann und nur dann eine Ganzheitsnormal- 
basis, wenn alle Primzahlen p in K höchstens regulär verzweigt sind. 

Ein abelscher Zahlkörper K besitzt dann und nur dann eine p-Ganzheitsnormalbasis, 
wenn die Primzahl p in K höchstens regulär verzweigt ist. 

Denn die Kerne der ® sind gerade die sämtlichen Komposita sämtlicher Verzwei- 
gungsgruppen von positivem Index und deren Ordnungen sind die „Nenner“ der 1, in 
bezug auf %. Es ist also O, = X genau dann, wenn alle Verzweigungsgruppen von posi- 
tivem Index gleich Eins sind, und es ist (unter T, der Ring der für p ganzen rationalen 
Zahlen verstanden) T,DO,=[T,\ genau dann, wenn alle Verzweigungsgruppen von posi- 

18* 
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tivem Index eine zu p prime Ordnung haben. — Sind die Bedindungen des Satzes erfüllt, 
so wird eine solche (globale oder lokale) Ganzheitsnormalbasis ersichtlich durch die Konju- 
gierten der Basiszahl gegeben. 

C) Der vollständig reduzible Fall: Ebenso leicht läßt sich der andere Extremfall 
erledigen, welcher sich durch vollständige Reduzibilität der durch | gelieferten Klasse 
unimodular äquivalenter ganzzahliger Matrizendarstellungen von g auszeichnet. Da 
Letzteres offenbar damit gleichbedeutend ist, daß 


DO, = D* 
gilt oder also, — was dasselbe besagt —, daß alle Zweigcharaktere rational-irreduzibel 
sind, erhalten wir aus dem Hauptsatz: 


Satz 9: Genau dann ist die durch die Hauptordnung | des abelschen Körpers K ge- 
lieferte Klasse unimodularer Darstellungen der Galoisgruppe g vollständig reduzibel (d. h. 
direkte Summe von sogar rational-irreduziblen unimodularen Darstellungsklassen), wenn K 
zyklisch ist und für jeden Gradprimteiler p die Ordnung der irregulären Verzweigung der 
Primteiler von p maximalen Wert hat (also mit dem p-Beitrag zum Grad übereinstimmt). 

D) Übersicht über die ganzen Zahlen (zweite Form): Durch den Hauptsatz ist die 
Aufgabe, eine Übersicht über die ganzen Elemente von K zu geben, vollkommen gelöst. 
Der Deutlichkeit halber setzen wir die Lösung hier noch in die übliche Form der Angabe 
eine Ganzheitsbasis: 


Satz 10: Für jeden Zweigcharakter ® von K sei 8, ein solches System von ®(1) Auto- 
morphismen von K, daß die 0,9,1. (0,0, aus 8,) eineT-Basis von J, = 1, bilden. Dann ist 

(34) I=3 5 T-T3%. 

® g)indg 

Eine mögliche Wahl für 3, — diese Systeme 3, sind im allgemeinen nicht eindeutig 
— haben wir bei der Gelegenheit der Bestimmung der Diskriminante von %, in 1. an- 
gegeben. 

E) Übersicht über die ganzen Zahlen (dritte Form): Eine andere oft zweckmäßigere 
Form der Übersicht über die ganzen Elemente besteht in der Angabe von homogenen, 
linearen Kongruenzbedingungen mod (K/P), welche die Koordinatenvektoren ganzer 
Elemente unter allen ganzen Koordinatenvektoren kennzeichnen. Setzen wir in © 


(35) u dm Z:o(KlK,) 1,, 
wobei {, durch 
ze) () “ } 
—-)\x\7) für zin © 
. (36) xl) = «(ir me; i . 
0 sonst 
bestimmt ist, sowie 
(37) %, = 0,0, 
so sind die gesuchten Bedingungen identisch mit denjenigen Kongruenzbedingungen, 
welche die Komponentenvektoren (... x(®),...), der Elemente ® aus ®, unter allen 


Komponentenvektoren (...x(y),- . .), ganzer Elemente y des Gruppenrings © charak- 
terisieren. Die in 1. angegebene Charakterisierung der Elemente einer Komponente 
Yo = I bzw. = Yy ergibt dann nach leichter Rechnung die bereits in $ 1 angeführte 
Kennzeichnung, Satz 4, der ganzen Flemente von K durch Kongruenzen für ihre Ko- 
ordinaten. 











er 
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$ 4. Der Eindeutigkeitssatz. 
1. Äquivalente Basiszahlen: Wir hatten in $2 die Basiszahl T, durch 


T; = $T,o 
® 
mit 
if Ba. N"; t(x| Z,,) 
I 


definiert. Hierin ist völlig unerheblich, daß wir für Z,, jeweils die analytisch normierte 
primitive f„-te Einheitswurzel zugrunde legten, m. a. W. bei unabhängiger Ersetzung der 
Zweigkomponenten durch deren Konjugierte und Vorzeichenwechsel erhalten wir andere 
„Basiszahlen‘“ T’, aus T,, die genau die gleiche Rolle spielen wie T, selbst und welche 
daher zu T, äquivalent genannt seien. Wir wollen zum Abschluß zeigen, daß T,, (bis auf 
Äquivalente) durch den Hauptsatz und eine weitere arithmetische Eigenschaft eindeutig 
charakterisiert wird. Wir werden noch etwas mehr beweisen, nämlich den folgenden 
Eindeutigkeitssatz: 


Satz 11: Es sei K ein abelscher Zahlkörper und | seine Hauptordnung. Es sei weiter ® 
ein ganzer (d. h. in der Hauptordnung D* von © enthaltener) Modul des rationalen Gruppen- 
rings & = Pg der Galoisgruppe g von K und es sei schließlich A eine ganze algebraische Zahl 
aus K. Wenn dann 


(1) lI= A 


gilt, so ist erstens ® = OD, die Zweigordnung zu K in © und zweitens A= eT, mit einer 
Einheit e von D;. Wenn überdies A für konjugierte Charaktere x', x'' von K jeweils betrags- 
gleiche Koordinaten 


(2) |yxlX |A)|=|yrlx"|A)| 
besitzt, so ist A zur Basiszahl T„ äquivalent. 

Welchen der Absolutbeträge des Körpers P(x’) = P(x’') wir in (2) zugrundelegen, 
ist dabei ganz belanglos. 

Zum Beweis sei A= aT, gesetzt. Dann ist nach (1) & ein reguläres Element von & 
und ® = DO,x-! nach dem Hauptsatz. Da ® ganz sein sollte, ist x-! ganz in ©. Da A 
ganz sein sollte, gehört x zu DO, nach dem Hauptsatz und ist folglich ebenfalls ganz in ©. 
Mithin ist x = e eine Einheit von ©, die zu OÖ, gehört, also eine Einheit von O,. Damit 
ist der erste Teil bewiesen. Für die Koordinaten ergibt sich nun 


Yrx(x\|A)= xl(e) yalx|T;) 


und hierin ist y2(x | Tx) nach Definition von T, bis auf einen Einheitswurzelfaktor ganz- 
rational. Da also die y,(x | T,) die Betragsbedingungen (2) erfüllen, gilt dasselbe genau 
dann auch für die y,(x | A), wenn | x(e) | = 1 ist für alle x, d.h. wenn e= eine Ein- 
heitswurzel von ©, ist. Nun ist die Einheitswurzelgruppe 3,, von ©; offenbar das direkte 


Produkt 
50x u. dir Hd do 


der Einheitswurzelgruppen der Ordnungen %, = $1.. Demnach bleibt zu zeigen: Jede 
Einheitswurzel {, von %, hat die Form + o,,1, mit einem Element o,,, von g. In dem 
Nachweis dieser rein darstellungstheoretischen Tatsache liegt das Kernstück des Beweises. 
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2. Die Einheitswurzelgruppe der Ordnung D®: In diesem Abschnitt bezeichne 
wieder h eine beliebige Untergruppe von g und O® die zugehörige (h, g)-Ordnung. Wir 
übernehmen weiter alle in $ 3, 1. eingeführten Bezeichnungen. Die Einheitswurzelgruppe 
306) von DO ist das direkte Produkt 


(3) 306) = dir IT jy 
Yv 


der Einheitswurzelgruppen der Ordnungen %,. Die für den Eindeutigkeitssatz noch be- 
nötigte Tatsache ist dann ein Spezialfall des folgenden Hilfssatzes: 


Hilfssatz: Jede Einheitswurzel aus %, ist für ein geeignetes o aus g von der Form 


(4) Cu =-+ oly. 
by 


Beweis: Da $, bei dem Homomorphismus x>a :—— - =& von ® = Pg auf den 


(dr: 1) 

Gruppenring $ = Pg, der Faktorgruppe 9 = 9/hy isomorph erhalten bleibt, dürfen wir 
bei Betrachtung eines festen Y ohne Einschränkung h,= {1} annehmen. Dann ist H 
zyklisch und Y der Charakter der treuen rational-irreduziblen Darstellung von 5 von 
Grade Y(1) = g(h) mith= (h: 1). Ist h, eine h umfassende Gruppe derart, daß der von Y 
in h, induzierte Charakter Y, = Y rational-irreduzibel bleibt, so ist wegen 1,= 1, auch 
Sy = Sy, und man kann (h, Y) durch (d,, Y,) ersetzen. Wie man sich leicht überlegt, ist 
die Bedingung der Irreduzibilität von Y, genau dann erfüllt, wenn 5, zyklisch ist und 
jeder Primteiler p |(b,:5) bereits in (H:1) = h aufgeht. Eine maximale Untergruppe 
mit dieser Eigenschaft — wir bezeichnen sie wiederum mit h — ist aber direkter Faktor, 
d.h. es ist 9= g9* xh. Daher können wir 


(5) G,= Gil, fg* 
als Gruppenring des Komplementärfaktors g* über dem Körper f= $, und analog 
(6) Sy = Ily = 09* 


als Gruppenring des Komplementärfaktors über der Hauptordnung vo von f deuten. 
Fassen wir demgemäß die abelschen Charaktere (Darstellungen ersten Grades) %* von g* 
als f-lineare Funktionen auf, so gilt für 


a = 5 6.0? (e„. ind 
o*ing* 
die Umkehrung 
1 
7 dj * (x**-1), 
7) Green 


Ferner ist, wenn in f der Automorphismus e—> e die Erzeugende der Zerlegungsgruppe 
irgendeiner unendlichen Primstelle bedeutet, durch 
art > a* = Je eur! 
o*ing* 
ein Automorphismus von fg* = ©, gegeben, welcher der Relation 


) RN ZEN) = zent 


o 


genügt. Ist insbesondere a* = {* eine Einheitswurzel, so folgt aus (7) zunächst 
|&.|. = 1 für alle archimedischen Bewertungen | |, von f und alle o*. Gehört die Einheits- 
wurzel {* zu 09*=%y „ so sind alle e,. ganz, und daher ist schärfer |e„ |. =1 oder 0 
für alle | |, und alle o*. Aus (8) folgt nun wegen x*(£*) x*(£*) = | x*(£* = 1, daß 
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| e, |? = 1 sein muß. Daher ist genau ein e,. von Null verschieden und dann notwendig 


Einheitswurzel in f. Folglich ist {*o*" = z für dieses o* eine Einheitswurzel von f. Aus 
dem eingangs in $ 3, 1. Gesagten folgt nun leicht die Richtigkeit des Hilfssatzes. Damit 
ist zugleich der Beweis des Eindeutigkeitssatzes beendet. 


Anhang: 
Höhere Verzweigungsgruppen und Differente. 


1. Komponentenzerlegung der Charaktere: Es sei x ein Restklassencharakter vom 
Führer f,. Ordnen wir jeder primen Restklasse x mod f, für eine Primzahl p jeweils die 


durch 
f 


= (p) = a 
x2,=zrmodf?’ und z,=1 mod fo 
x 


bestimmte Restklasse x, mod f, zu, wobei f® den p-Beitrag zu f, bezeichnet, so erhalten 
wir die direkte Zerlegung der primen Restklassengruppe mod f, in der Form 


x = II x, mod f,. 

p 
Die Komponentenzerlegung 

= IIw 

p 
des Charakters x erhalten wir hieraus, indem wir für die Primzahl p die p-Komponente x, 
von x als den durch 
%(2) = x(2)) 

bestimmten Charakter x, von Führer ff erklären. — Zu einer gegebenen Gruppe X von 
Restklassencharakteren und gegebener Primzahl p nennen wir die Gruppe X, aller als 


p-Komponenten von Charakteren x aus & auftretenden Charaktere x, die p-Komponente 
von %. Sie ist natürlich im allgemeinen keine Untergruppe von &. 


2. Die Charaktergruppenreihe %”: Zu gegebener Primzahl p bezeichne X" die 
Untergruppe aller derjenigen Charaktere x aus &%, deren Führer höchstens durch die i-te 
Potenz von p teilbar ist. Bezeichnet nun 


(1) P"’=h 
den p-Beitrag zum Führer f von X, so ist damit jeder Primzahl p eine aufsteigende und 
mit dem AR-ten Glied abbrechende ‚Charaktergruppenreihe‘ 

(2) x < x <...< KR) I X 
zugeordnet. Sie steht in enger Beziehung zur Hilbertschen Verzweigungsgruppenreihe 

(3) vedbedbe'' 
der Primteiler ® von p in dem X zugeordneten abelschen Zahlkörper K. Es ist nicht 
schwer einzusehen, daß beide Reihen abgesehen von der Zählung zueinander dual sind 


und, daß (3) die ‚‚feinere‘‘ Reihe von beiden ist. Da (2) bequem zugänglich ist, muß man 
nur die Vielfachheiten der Glieder von (2) in der zu (3) dualen Reihe 


(4) Ko siySsK9S'' 


kennen, um aus (2) die Verzweigungsgruppenreihe (3) zu gewinnen. Die Bestimmung 
dieser Vielfachheiten ist daher der Hauptinhalt des folgenden Satzes: 








144 Leopoldt, Über die Hauptordnung der ganzen Elemente eines abelschen Zahlkörpers. 


Satz I: Es sei K ein abelscher Zahlkörper, X die Gruppe seiner Charaktere, p eine in K 
verzweigte Primzahl, p* = f, ihr Beitrag zum Führer und X" (0 <i<R)diepin X zu- 
geordnete C'haraktergruppenreihe (2). Wird dann (X: X) = «, und „=, 15,1, = © 
sowie 





(5) „=1+o' — sısR) 


gesetzt, so ist die zur Verzweigungsgruppenreihe (3) der Primteiler ® | p in K duale Reihe 
(4) (mit einer Ausnahme) durch 


(6) = &" fürn, sv<v,, ((<SısR) 


gegeben. Der Ausnahmefall liegt vor, wenn p= 2 ist und der quadratische Charakter vom 
Führer 2°.nicht zur 2-Komponente %, von X gehört. In diesem Fall ist (bei sonst gleicher 
Aussage) die Definition der v,zur,=0,»v, =1, va;ı = © und 


(5*) „=1+ 2? 2sısh) 


abzuändern. 

Man beachte dazu, daß nicht alle », in Satz I ‚wirkliche‘ Sprungstellen sind, da in 
der Reihe (2) nicht notwendig alle Glieder verschieden sind. Um dies genauer zu über- 
sehen, betrachten wir den kanonischen Homomorphismus x—> x,. Er hat den Kern X 
und bildet die Reihe (2) auf die entsprechend erklärte Reihe 


M=RO<SEU<. SED KMR, 


in der p-Komponente %, von X ab. Auf Grund der bekannten Struktur der primen 
Restklassengruppe mod p* ist dann klar: 

Für p+2 ist X/X” zyklisch von der Ordnung e,p"”" mit e,|p—1 und es ist im 
Einzelnen (XP: %9) = e, sowie (KH). 20) = pfüri=1,...R—1. 

Hier ist also X = % die einzige mögliche Gleichheit in der Reihe (2). —- Für 
p = 2 unterscheiden wir die beiden Typen von Gruppen &: Typus I: %, enthält den 


quadratischen Charakter =) vom Führer 4; Typus II: %, enthält diesen Charakter 


nicht. Dann ist wieder klar: 
Für p=2ist X/X'” bizyklisch vom Typus (2, 2*?), falls X vom Typus I ist, und 
zyklisch von der Ordnung 2*?, falls X vom Typus II ist. Es gilt 


x0 = XV (Typus I) bzw. 20 = XV = %® (Typus 11) 


und im übrigen (XP: X) = 2 für 1 (bzw. 2) Si<R—1. 

Zum Beweis von Satz1 berechnen wir zunächst die Reihe der Verzweigungsgruppen 
für den Fall eines Kreiskörpers direkt und erledigen sodann den allgemeinen Fall mittels 
der Herbrandschen Zählungsregel durch Einbettung von K in einen Kreiskörper. 


3. Höhere Verzweigung im Kreiskörper: Es sei P, der Körper der f-ten Einheits- 
wurzeln und p* der Beitrag der Primzahl p zum Führer f. Ohne Einschränkung sei R 21, 
also RZ2für p= 2. Wir setzen {= p*m. Die Trägheitsgruppe besteht ersichtlich aus 
den Automorphismen 


(d,): 0, ) mit e=1 modm. 


Innerhalb v, ist nun dv, gekennzeichnet als Gesamtheit der o, mit 


Tr = Timod Pt!  (R|p) 
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wo IT ein beliebig wählbares Primelement für ® bezeichnet. Wir wählen 
T=T,r = Z,r—1 
mit einer primitiven p*-ten Einheitswurzel Z,r. Dann gilt zunächst 
(4) 
Nr = «N nr mod ®° 
und demnach enthält dv, offenbar genau die Automorphismen 
(9,): 0, = ) mit x =1 mod pm. 


Für p #2 ist nun b, zyklisch von der Ordnung p*! und die verschiedenen Untergruppen 
werden gerade von den 


() = ) mit 2=1+ p'mod p* und ce=41modm (i=1A,..,R—iA) 


mit o®9=1 erzeugt. Für p=2 ist v, bizyklisch vom Typ (2, 2%2), und — neben den 
Untergruppenerzeugenden (7), hier von i=2,... R—1 — benötigen wir noch den 
Automorphismus 


= ) mit 2 =— 1 mod 2? und x =1 mod m. 


Aus der Identität 
Tr Tnt+ Ir + NT, Mr-ı 


schließen wir jedoch, daß o, zwar zu d,, aber nicht mehr zu v, gehört. Hiernach bleiben 
nur noch die Automorphismen (7) zu untersuchen. Aus der Identität 


ne re 


"Wo 
Tr ya ar TR + Nr, n-i i=2..„A—i1fürp=2, 


ergibt sich nun, daß für diese Indizes 
Te7 = TT,2mod B” und TI%z # TI,2 mod Pr't! 
gilt. Damit sind die Sprungstellen bestimmt: 
Für i=1,..,R—ibe p+2 bzw. i=2,..,R—1be p=2 enthält für 
pi!" <»<p' die Gruppe v, genau die Automorphismen 


(v,): o,= (=) mit x =1 mod p'm 


und die erste triviale Verzweigungsgruppe ist 
DR-ı ={1}. 


4. Die Vielfachheiten im allgemeinen Fall: Es sei nun K ein abelscher Zahlkörper 
vom Führer f und p eine in K verzweigte Primzahl sowie {= p*m mit (m, p)=1 und 
RzA,alo RZ2für p=2. Dann ist Ks P, und die Verzweigungsgruppen v, der 
Primteiler von p in K können aus den entsprechenden Verzweigungsgruppen vb” von P, 
abgeleitet werden mit Hilfe der Herbrandschen Zählungsregel. Ist h die Fixgruppe von K 
in der Galoisgruppe von P,, so erhalten wir die v, unter Vernachlässigung der Zählung 
zunächst in der Form 


(8) v,= vH Pd). 
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Die genannte Regel (Herbrand [4], [5]) besagt dann: Wenn in der Reihe (8) die ver- 
schiedenen Gruppen den Intervallen »; < v;;, (v0 = 0) entsprechen, so erhält man die 


volle Zählung, indem man die Vielfachheiten »;,, — r; ersetzt durch die Vielfachheiten 
(9) Hi+ı — Mi = vr er (uw =). 


Hierin ist jeweils 

.=(y:l)=W,nh:l) (20) 
die Ordnung der r-ten Relativverzweigungsgruppe der Primteiler von p in P,/K. Die 
Ausdrücke (9) sind dabei ganzrationale Zahlen. 

Anstatt mit den Verzweigungsgruppen selbst zu arbeiten, gehen wir sogleich über 
zu den zugeordneten Kongruenzgruppen und den ihnen dual entsprechenden Charakter- 
gruppen. Nach den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts entspricht dann v‘” die 
Kongruenzgruppe ®, also im Einzelnen 


vo der Strahl mod m: ®, = 
v der Strahl mod pm: ®, = 


AN 
3 


pm L 
und für i=1,...R—1 bei p #2 sowie füri=2,...R—1 bei p=2 jeweils für 
ge <s v< p' 

vu der Strahl mod p'm: ®,= $,i„- 

Die zu den bp, dualen Gruppen X, sind daher die Gruppen der Charaktere x, mit x,(2)=1 
für alle x aus ®,9, wo Ö die K zugeordnete Kongruenzgruppe bezeichnet. Demnach ist 
&, 0, die Gruppe &” 

X, die Gruppe &“ 
und für i=1,...R—1 bei p=#+2 sowie i=2,...R—1 bei p=2 jeweils für 

: = y — p' 
X, die Gruppe &®. 
Wir hatten nun schon im Abschnitt 2. festgestellt, wann und welche der Gruppen &® 
zusammenfallen können. Damit lassen sich dann die zunächst gesuchten ‚Hilfssprung- 
stellen‘‘ »,; ohne weiteres angeben: 
Fall) p#+2,e #1: Hier sind alle X® verschieden und daher ist 
„=0, = pi! (= 1,...R). 
FallII) p#2,&= 1: Hier ist 29 = & die einzige Gleichheit und daher ist 
„=0, ,=p' (i=1,...R—1). 
Fall III) p = 2, Typus I: Hier ist X — % die einzige Gleichheit und daher ist 
„=0, 1, = 2! ((i=1,...R—1). 
Fall IV) p= 2, Typus II: Hier sind &9 = X" = %@ die einzigen Gleichheiten 
und daher ist 
»=0, 1, = 2i+1 (i=1,...R—2). 
Zur Berechnung der Summen (9) dienen nun die folgenden leicht zu bestätigenden Fest- 
stellungen: Die Primteiler von p sind in P,/K im Fall 
| 





I) regulär verzweigt von der Ordnung 


eo 
II) regulär verzweigt von der Ordnung p—1 
III) unverzweigt, 
IV) irregulär verzweigt von der Ordnung 2. 
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In den Fällen I, II, III genügt dies bereits, um die richtigen Vielfachheiten oder auch die 
Sprungstellen zu erhalten: man findet nach einfacher Rechnung: 





14 
D m=0, m=1+u(P rn) i=1,...R), 


neegert a 5 ©) 
RT WR dei. an 


In dem noch nicht erledigten Fall IV bleibt schließlich noch die (einzige) Sprungstelle 
der Relativverzweigungsgruppen bv,, zu bestimmen. Da nun dv, = {1} mit Q,n9$=6&,, 
oder also in den zugeordneten Charaktergruppen mit Y,% = X” äquivalent ist, und da 
weiter — bei Fixierung von i durch » vermöge 2'-1 < » < 2° — gerade ®, = ©,;,, also 
Y),= X" gilt in ohne weitere Erklärung verständlicher Bezeichnungsweise, und die 
Kompositionsbeziehung &'”" X = X" ersichtlich nichts anderes bedeutet, als daß der 


Charakter (=) vom Führer 4 zum Kompositum %, ze gehört, folgt schließlich: 
v/ = {1} güt genau für iZ2 oder also für v2. 
Hiermit findet man nach einfacher Rechnung die noch fehlenden Werte: 
IV) WI, „w=1+ 2 ((=1,..,R—2). 


Während für die Ableitung die Fallunterscheidungen I bis IV notwendig waren infolge 
der Anfangsgleichheiten in der Charaktergruppenreihe &® (i=0,... R), sind diese für 
die Formulierung des Endergebnisses teilweise entbehrlich. Führen wir nämlich den in 2. 
festgestellten „‚Anfangsgleichheiten‘‘ der Reihe X® entsprechend in den Fällen II, III 
je eine, im Fall IV dagegen zwei ‚scheinbare‘ Sprungstellen ein und erhöhen die Indizes 
der nachfolgenden wirklichen Sprungstellen um 1 bzw. 2, so erhält man ersichtlich die 
Übereinstimmung unseres Resultats mit Satz I, in dem nur noch Fall IV als „Ausnahme- 
fall‘‘ sich der einheitlichen Behandlung der übrigen Fälle entzieht. Damit ist dann der 
Beweis von Satz I abgeschlossen. 


5. Die Differente: Der p-Beitrag D, „ einer in K verzweigten Primzahl p zur Diffe- 
rente D, von K ist gegeben durch 


‚‚(R) 
(10) %,=( 1%)’ 
Silo 
mit dem Exponenten 
PP = z((,:1)—1). 


‚20 


Nach Satz I und wegen 
220 m %,/20 
erhalten wir dafür auch 
R—1ı 
zu = ls —n ((&,: 2) —- 1). 
Im Normalfall ergibt sich mit (%,:1)= ep" und (X: 1)=«p'"' für L<i<sR 
sowie 1,1 — = op'-!füri <ıs R—1 hieraus leicht die Endformel 


B-1__ 
(11) GP = Rp" —1— u) (p +2 oderp=2und & vom Typ I); 


im Ausnahmefall (p = 2, X vom Typus II) erhält man statt dessen 


(12) ED = (R — 1) 28? — 1 (p=2 und & vom Typ II). 
19* 
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6. Der rationale Teiler der Relativdifferente: Mit Hilfe der vorstehenden Formeln 
für den Differentenexponenten ö(® Jäßt sich leicht der größte rationale Teiler der Relativ- 
differente D,,, von K/A bestimmen: 

Satz II: Der größte rationale Teiler der Differente D,,, des abelschen Körpers K in 
bezug auf seinen Teilkörper N ist das volle oder das halbe (über alle Primzahlen p erstreckte) 
Produkt der Ordnungen der irregulären Verzweigung der Primteiler von p in K/A. Der 
Faktor % tritt genau dann hinzu, wenn die 2-Komponente %, der Charaktergruppe & von K 


den quadratischen Charakter =) enthält, die 2-Komponente 9), der Charaktergruppe 9 


von N jedoch nicht, und wenn außerdem 9, + {1} ist. 
Beweis: Es seien wieder (%,:1) = &p” mit &|p—1 und (9,:1) = eop" mit 
&o0 | p — 1 die Verzweigungsordnungen der Primteiler von p in K bzw. A. Mits= R'— R, 
und , = — ist dann e,p’ die Verzweigungsordnung der Primteiler von p in K/A. 
on 


Bezeichnen wir mit 
„(KA) 
f2 


Deya,» ee ( II ®) 
?lr 
den p-Beitrag zur Relativdifferente, so ist nach dem Differentenschachtelungssatz 
u. “= > a e&P* = R 
Wir betrachten zunächst den Fall p + 2; hier lautet die Behauptung einfach 
(13) sep" < dIM < (s +1) e,pF, 

und ist für eine in K unverzweigte Primzahl p trivialerweise erfüllt. Sei also p verzweigt 
in K. Je nachdem ob p bereits in A verzweigt oder dort noch unverzweigt ist, erhalten 
wir dann aus (114) die Formeln 





(14) IM sp —1+apP — © 2) 
bzw. 
(15) ö(KIA) —_ Re p®! u 7 (I! 
» 0 0 P— 4 ’ 


wo p® den p-Beitrag zum Führer von K bezeichnet. Ihnen entnimmt man leicht (unter 
Beachtung von R’= R—1 und überdies von s= R’ im zweiten Fall) die Gültigkeit 
von (13). Wir betrachten schließlich den Fall p = 2. Enthält sowohl %, als auch 9, den 


Charakter (=), so bleiben die Behauptung (13) und der Beweis (nur die Formel (14) 
kommt hier in Frage) unverändert. Enthält 9, und folglich auch %, den Charakter (>) 


nicht, so bleibt zwar die Behauptung (13) unverändert, doch ist nun A'’= R—2, und 
man hat die Formeln (14), (15) durch 
(14°) KIM — 5. 2R-2 1 (2° 4) 


bzw. 
(15’) EIN — (R— 1) 2%"? — 1 


zu ersetzen. Aus ihnen ist wieder leicht das Bestehen der Ungleichung (13) abzulesen. Es 
bleibt endlich noch der Fall: =) gehört zu %,, aber nicht zu 9,. Ist 9, + {1}, so 
lautet die Behauptung 


(s— 1) 2# < dEIM < s2®, 








en 


so 
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In diesem Falle liefern (14) und (12) den Ausdruck 
EI — (s — 1) 2E-1 1 28 


der wegen =R—A1 (aber s= R— R,+1<sR—2 inflg R,=R,—2) die 
Richtigkeit jener Ungleichung in Evidenz setzt. In dem anderen Falle, 9, = {1} ist die 


Behauptung wie vorher die Ungleichung 
s2E < HEIM — (s +4)2®, 
bier mits= R'= R—1. Nach (11) gilt sogar 
EI — HM = (R— 1) 2°! 


und damit ist Satz II bewiesen. 
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Über die Charakterisierung 
unendlich teilbarer Wahrscheinlichkeitsverteilungen'). 


Von Werner Böge in Hamburg. 


$ 1. Einleitung und Überblick. 


In dieser Arbeit wird unter anderem ein von N. N. Worobjow [1] bewiesenes Er- 
gebnis über gewisse Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf endlichen abelschen Gruppen 
verallgemeinert auf beliebige endliche Gruppen. Im Beweis und den Ergebnissen von [1], 
wo sich im Widerspruch zu unseren Ergebnissen im abelschen Fall die Darstellung des 
Logarithmus der charakteristischen Funktion als eindeutig erwies, befindet sich nach 
unserer Meinung ein Fehler. Wir hoffen, demnächst unsere Ergebnisse für lokalkompakte 
unimodulare Gruppen verallgemeinern zu können. Für kompakte abelsche Gruppen vgl. 
man auch die Arbeit von A. Prekowa, A. Renyi, K. Urbanik [2]. 

Ist G eine multiplikativ geschriebene Gruppe und a eine Wahrscheinlichkeits- 
verteilung auf G, so kann a als Element des (im Falle einer unendlichen Gruppe geeignet 
zu definierenden) Gruppenringes R aufgefaßt werden: Ist G endlich und a, die dem 
Element xz€G zugeordnete Wahrscheinlichkeit, so ist a= $Ya,x zu setzen. Das hat 
bekanntlich folgenden Vorteil: Pr 

Ist &£ eine gemäß a und n eine von £ unabhängige, gemäß b verteilte zufällige Variable 
auf G, so hat &n die Verteilung ab. Der Bereich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen a 
in R (gekennzeichnet durch a, >20, Za, = 1) sei mit Z bezeichnet. 

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a heißt unendlich teilbar, wenn es zu jedem 
natürlichen k ein a,€Z gibt, so daß a = af ist. Der hierdurch gekennzeichnete wichtige 
Teilbereich B von Z enthält, falls G die reelle Achse ist, insbesondere die Gaußverteilungen 
sowie die Poissonverteilungen. Für endliches G zeigt sich nun, daß eine Teilfolge der a, 
gegen ein Idempotent von R konvergiert, daß a, reguläres Element des zu diesem Idem- 
potent gehörigen Unterringes ist und sich speziell in der Form a = exp (v) darstellen 
läßt, wobei exp die übliche Exponentialreihe bedeutet und v in einem gewissen durch 
lineare homogene Ungleichungen definierten Teilbereich des Unterringes liegt. Um- 
gekehrt liegt für jedes v in diesem Teilbereich exp (v) in B. Mit Hilfe dieser Kennzeichnung 
von B wird unter Abschnitt 5 bewiesen, daß B dann und nur dann multiplikativ ab- 
geschlossen ist, wenn G abelsch ist. Unter Abschnitt 6 wird gezeigt, daß die Exponential- 
darstellung von B dann und nur dann ein-eindeutig ist, wenn alle Elemente von @ die 
Ordnung 2 haben. Im Falle, wo G die reelle Achse ist, sind innerhalb B noch die „Klasse /' 
sowie innerhalb dieser noch die Klasse der „stabilen‘‘ Verteilungen bekannt. Diese beiden 
Klassen besitzen bei endlichem G keine nichttrivialen Analoga, da für ihre Definition 
eine solche Automorphismengruppe von G erforderlich ist, die jedes Element von G in 
jede Umgebung des Einselementes abbildet. 


1) Diese Arbeit wurde auf Grund eines Forschungsstipendiums der Vereinsbank in Hamburg durchgeführt. 
Die Anregung, die hier verwendeten algebraischen Methoden zu benutzen, verdanke ich Herrn Professor Schmet- 


terer. 








gang 
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$ 2. Einige Vorbetrachtungen über den reellen Gruppenring. 


2/1 G sei eine endliche Gruppe der Ordnung n > 2. Der reelle Gruppenring R vonG 
besteht aus den formalen Linearkombinationen 

(1) a= Fa: (a, reell). 

ze@ 

Diese werden wie üblich distributiv und assoziativ multipliziert, wobei die reellen Koeffi- 
zienten mit den Gruppenelementen vertauschbar sind. It ab =c,a= - 0,2,b= Sb,z, 
= = C,x, so ergibt sich u 

7) v.=, a,b, . 

ay=z 

2/2 Es sei H eine Untergruppe der Ordnung h von G. Ein Element a€E R heißt 
H-links- (bzw. rechts-) invariant, wenn za = a (bzw. ax = a) für alle x€ H gilt. Das ist 
genau dann der Fall, wenn die Koeffizienten a, auf jeder Links- (bzw. Rechts-) Neben- 
gruppe von H konstant sind. Das gilt insbesondere für 


1 
Sa Yo 


a ist genau dann H-linksinvariant, wenn a = ey„a ist. Denn aus a = e„a folgt 
za = ae = a = a für alle z€ H. Umgekehrt folgt aus za = a für alle z€E H 


gza=— 2 za = . 3a= a. Entsprechendes gilt für H-Rechtsinvarianz. A, = eyRe,„ 
hzen zeH 
ist ein Unterring von R, besteht aus den H-zweiseitiginvarianten Elementen von R 


und besitzt e, als Einselement. 


2/3 Jeder Homomorphismus x von G in eine Gruppe G’ induziert einen für die 
Gruppenringe gemäß 
x(a) = 2 a,x(2). 


Das gilt insbesondere für die Abbildung x, von G auf die reelle 1. 
X: a> Xla)= 3a; 
ist ein reellwertiger Homomorphismus von R. j 
2/4 Durch die Definition 
lall=z1«| 


wird eine Ringnorm definiert: Es gilt unter anderem ||a || >0 für a #0, 
la+d|l= la || + Id || und lab || < || a || ||d ||. Letzteres folgt aus ||a || = x(«’), 
wobei a’ = X |a,|x sei. Aus (2) folgt nämlich |c,|< (a’b'), und daraus 


lle||s (ab) = x(a’) x(b) = || «a || || ||. f 


2/5 Mit der Hilfe dieser Norm beweist man wie im Reellen, daß die Reihe 5 Dat 
k=1 


für ||a || <1 (a€ A) und die Reihe 8 # a* für alle a€ R konvergiert. Für jede Unter- 
k=1 


gruppe H von G definieren wir auf A, eine zugehörige Exponentialfunktion und einen 
Logarithmus: 


eXpy (v) = &y Ey (vER,), 
k=1 


28 
log, (a) -—- Zz&a- 0 (aE Rz, ||ea—el| <N. 
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log,, ist eine eineindeutige Abbildung, deren Umkehrung durch exp, geliefert wird 
(Beweis wie im Reellen). 
Weiter gilt 
eXpz (u) expz (t) = exp, (u + v) 
für vertauschbare u, v€ R. Allgemein gilt 
(3) log, (exp, (eu) exp, (ev))= e(u+ v)+ z (uv — vu + O(e)) 


für feste u,v€ R und hinreichend kleines reelles e, wobei O(e) mit e gegen O strebt. 


$& 3. Zwei Hilfssätze. 

Z sei die Menge dera= $a,x€ Rmit ,=0 und „(a=%a,=1.Z ist kompakt. 
Die Menge x €G, für die a, + 0 ist, bezeichnen wir als den Träger T'(a) von a. 

3/1 Hilfssatz: Für a,bEZ gilt T(ab) = T(a) T(b). 

Beweis: trivial. 

3/2 Hilfssatz: Außer den e, gibt es keine idempotenten Elemente in Z. 

Beweis: Sei a€ Z idempotent, das heißt a? = a. Wegen T(a) T(a) = T‘(a) ist T(a) 
eine Untergruppe H von G. Dann gibt es ein reelles A > 0, so daß 

a=a—Äeı 
nicht-negative Koeffizienten besitzt. Dann gilt !|a’ || <14. Jetzt wähle man A so, daß a’ 
minimale Norm hat. Nach obigem folgt ||a’ || <1. Wegen e„a= ae, = ey gilt mit 
V=21— 2 
(a =a— Hey, 


daher || a’ || = || (a’)? || < || a’ |], daher ||a’ ||= 0 und a=e,. 


$ 4. Die Exponentialdarstellung von B. 


Die Teilmenge B von Z sei so definiert: Ein Element b von Z gehöre genau dann 
zu B, wenn es zu jedem natürlichen k ein a, in Z gibt, so daß b = aj gilt. Im folgenden 
beweisen wir zunächst in mehreren Stufen einen Teil des in der Einleitung erwähnten 
und unter 4/5 genau formulierten Satzes über die Exponentialdarstellung der Elemente 
von B. Wir betrachten dazu irgendein (aber in den Abschnitten 4/l bis 4/4 ein und das- 
selbe) Element b€EB. 

4/1 Hilissatz: Es existiert eine Folge a,€eZ(=0,1,..)mt,=b,d=a,_,: 

Beweis: Wir betrachten das kompakte topologische Produkt 


= II Z, (Z,=&Z), 
v=0 


das ist die Menge der Folgen & = (a,, @,,...) mit a,€Z. Nach Voraussetzung gibt es 
b,€ Z mit be =b(k=(0,1,...). Es sei A, die Menge der Elemente von 3, deren Anfangs- 
abschnitt 

TEE ans ER DEE RER 
lautet. Setze F, = U A,. Der Filter {= {F;};,_o.ı,... hat einen Häufungspunkt in 3. 


k=i 
e. 


etwa x = (a,@,,...). Dann gilt aa=b und ad =a,_,, da für festes » und allei = » 
diese beiden Beziehungen sogar in F, erfüllt sind (für jedes y = (1 --.)EF, gilt. 
o=b,c=c,_,) und da das Potenzieren mit n stetig ist. 








er! 
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4/2 Hilfssatz: Es gibt eine Untergruppe H von G derart, daß jeder Häufungspunkt a 

der Folge {a,} sich in der Form 
am Cygt= Lg 

mit geeigneten x€G darstellen läßt. 

Alle a, und ihre Häufungspunkte liegen in Z, = eyZey- 

Beweis: 1. {a,} „cn Sei eine gegen a konvergente Teilfolge. Sei v fest und durch- 
laufe « die Indexmenge M. Dann gilt für u > v 

k,— k,— 


u ae a. 
a,= qa,# = 0,0, = af a, 


mit geeigneten k, 22. Die Folge {a}, em,„> , besitzt einen Häufungspunkt f,€Z. 
Dann gilt 
a,=da,= fra, 

das heißt a, liegt in dem Kompaktum aZ n Za. Dieses enthält mit je zwei Elementen 
auch deren Produkt, folglich alle aj«”" und folglich f,. 

Ist a’ irgendein Häufungspunkt der Folge {a,}, so gibt es in aZ n Za ein Häufungs- 
element Ah der zugehörigen f,, so daß 

a=ah= ha (h&aZ rn Za) 
gilt. Entsprechendes folgt bei Vertauschung von a und a’ und daher 
aZrZa =aZnda. 


Speziell im Falle a’ = a ist h zweiseitige Eins von a, mithin von aZ rn Za, mithin idem- 
potent und nach 3/2 gleich e,, wo H eine geeignete Untergruppe von G ist. Wegen 
aZ nZa = e„(aZr Za) ey <eyZey<aZZZa<saZnZa folgt 

aZ nZa = eyZey = 2y: 
Wegen e„ €aZ existiert ein c€EZ mit ac= e,„. Nach 3/1 gilt T(a) T(c) = T(e,)=H. 
Daraus folgt, daß T(a), welches wegen e„a = a aus vollen Linksnebengruppen von H 
besteht, nur eine einzige solche enthält. Entsprechendes gilt für rechts. 


Zusatz: Die Folge {a,} konvergiert sogar gegen ey. 

Beweis: Sei a’ irgendein Häufungspunkt von {a,}. Wegen a, = a}, , gibt es einen 
Häufungspunkt a von {a,}, der 

a = 0" 
erfüllt. Obiger Hilfssatz ergibt, da x mit e, vertauschbar ist, 
a = ar = ey" =. 
Aus a’ = e,„ für jeden Häufungspunkt a’ folgt wegen der Kompaktheit von Z die Be- 
hauptung 

4/3 Hilfssatz: Es gibt ein v€E R,„ so, daß für allev 0 

a, = expy (n””v) 
gilt. 

Beweis: Es gibt ein reelles y > 0, so daß alle vu€ AR, mit ||u || < y Bilder bei log, 
sind. Auf der Menge ||u || < y ist exp, eindeutig umkehrbar (durch log,). Wegen 
lim a, = e, und log,(e7) = 0 ist mit geeignetem », für v 2 », stets v, = log,(a,) € A, 
definiert und || v, | < : y erfüllt. Es folgt 

expz (0,)= a, = qa,,, = expy (nv,.1), 
daher v,= nv,,,, und daher v, = n-"v mit demselben vE R für alle » > v,. Es folgt 
a,= eXp„(n"v) für alle » > », und mithin für alle v>0. 
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4/4 Hilfssatz: Es gilt a) , >20 für alle x$H, 
b) 3, =0. 
zeG 


Beweis: a) Mit geeigneten A, > (0, die gegen (0 streben, gilt 
2:8 
a,= exp (A,0)= ey + A,0+ = k' (Av)*. 
Wegen (e,),=0 für z$ H folgt 


v, = lim (" +4, ( zZ x AE=2yE )) = lim (a,/},), Z0. 


v>o®© 


b) Der Homomorphismus %: u— $ u, ist stetig und daher mit der Exponential- 


reihe vertauschbar: 1 = x%,(b) = % Guard v)) = exp (xo(v)). 
Es folgt (vr) = 0. 
4/5 K,„ sei die Menge der v= Xv,rin R, = ey„Re,, für die 
1) , >20 für alle z&H, 
2) 3 u, =0 
ze@ 
gilt. 
Satz: Setzt man B, = EXpy (K,„), so güt 
a) B= U By: 
Dabei durchläuft H alle Untergruppen von G. 
b) B,=BnrLly: 
Dabei ist L,„ die Gruppe der regulären Elemente von R,„. Die L,„ und folglich die B,, sind 
paarweise disjunkt. 
Beweis: a) B= U B,, ist unter 4/1 bis 4/4 bereits bewiesen. Nun sei v€ K,„. Es ist 


b= exp (v) € B zu zeigen. Es gilt b = lim (e, + —’. Für alle hinreichend großen X liegt 
5 k>o 
z und ebenso die k-te Potenz in Z, und folglich auch 5 wegen der Abgeschlossenheit 


von Z. Es folgt B„<Z. Wegen -€ Ky gilt b,= exp (,)€ Bus dür =i2..). 


ey + 


Hieraus und aus 5b) = b folgt bEB. 

b) Die Disjunktheit der Z, folgt so: Ist «€ L,"nLy. , so sei a-! das Reziproke 
in Ly. Es folgt e„= a!a= a’!(ae,) = eyey:. Entsprechend folgt eye = ey, also 
H=H'. 

Da die Werte von exp, in ZL, liegen, folgt B,=_L,„. Daher gilt 

Bnly= U (Br Lp)= ByrLlua= Bu 


wegen By nL,y=® für H'=+H. 


$ 5. Eine Anwendung. 


Um die in 4/5 gewonnene Exponentialdarstellung in Satz 5/2 anwenden zu können, 
brauchen wir zunächst Aussagen über eine teilweise Eineindeutigkeit. 


5/1 Satz: Es gibt in B, eine Umgebung U von e,„, so daß jedes Element von U bei 
exp, genau ein Urbild in K,„ besitzt und zwar das durch log, gelieferte. 








ir 


Di 


De: 
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Beweis: Wähle y > 0 so klein, daß alle v€ K,, mit || v || < y Bilder von log, sind. 
Dann ist b’ = exp„(v') + ey für alle v’ € X, mit || v’ ||= y. Da e, das einzige Element 
inZr R, ist mit einem Träger in H, folgt 5 |b, | = e >00, mit dem gleichen e für alle 
v’ € Ky, die || v’ || = y erfüllen. in 

Nun betrachte man solche v€ X, mit ||v || > y. Zerlege 

vevV+e (v AR : v) 


U |, 


und setze b’ = exp,„(v), 5b’ = exp„(v"'). Wegen v’v'' = v’ v’ folgt 
b= expz (t) = b'b". 
Wegen b’ € B ist b’' eine n-te Potenz, etwa b’’ = a", mit a€Z. Für die Koordinate 
beim Einselement folgt 


b a 


u u —_n 
LITT u 
zeG@ 


Daraus folgt 
\dö—e,„|| 2 z|b,| > zb/b, > en. 
ze H zcH 


Die Menge U der b€ B,, mit ||b — e, || < en” erfüllt nun die Bedingungen des Satzes. 
Denn für b€E U erfüllen die Urbilder v€ K,, die Ungleichung || v || <y. 

Auf || v || <y ist exp, eineindeutig. 

5/2 Satz: B ist dann und nur dann multiplikativ abgeschlossen, wenn G kommutativ ist. 

Beweis: 1.G sei kommutativ. Dann ist RA kommutativ. Seien a und b Elemente aus 
B und a,, b,€Z mit a = a, bk = b. Wegen a,b, €Z und (a,b,)* = ab folgt ab€ B. 

2.G sei nicht kommutativ. Dann sind a,b€E B mit ab$ B anzugeben. Es gibt 
x, y€EG mit xy + yx. Dann ist yx # e. Setzeu= 2 —e,v= y— e. Dann gilt u,v€ K,, 
aber uv— vu= xy — yx$ K,. Für reelles e > 0 liegen a = exp, (eu) und b= exp, (ev) 
in B,. Wähle e > 0 so klein, daß ab außerhalb B, oder in der in Satz 5/l genannten Um- 
gebung U von e in B, liegt, außerdem so klein, daß in Formel (3) (Abschnitt 2/5) O(e) 
nur Koeffizienten vom Betrage < 1 besitzt. Läge ab in U, so läge log,(ab) nach Satz 5/1 


in K,, was aber nicht möglich ist, da log,(ab) = e(u-+ v)+ z (uv— vu-+ O(e)) einen 


negativen Koeffizienten bei yx besitzt. Daher liegt ab außerhalb B, und (wegen ab€EL, 
und B,=BnrL, nach Satz 4/5) auch außerhalb B. 


$ 6. Bedingungen für die Eineindeutigkeit der Exponentialdarstellung. 


6/1 G sei kommutativ. Die Charaktere x von G, das sind die komplexwertigen Homo- 
morphismen von G, bilden dann bekanntlich eine zu G isomorphe Gruppe G'. Jedes 
Element a von R induziert eine komplexwertige Funktion a’ auf G’ gemäß 

(4) a(x)= xla) = Fa.x(2). 

zce@ 
Die Zuordnung aa’ ist ein Isomorphismus von R, wobei die Addition und Multipli- 
kation der Funktionen a’ stellenweise geschieht. Es gelten die Charakterrelationen 


(' für '’ + % 


Zxı(r) Xe(2) = E a 
n für 1 = %- 


67 


Demnach lautet die zu (x(&)),ew,zes inverse Matrix 


20* 
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Man erhält daher 


(6) „ernten. 
xe@' 

Da alle a, reell sind, ergibt sich aus (4) durch Übergang zum Konjugiert-komplexen 
wegen z(2)= x.(2) 

(6) (= ax"). 
Umgekehrt ergeben alle (6) erfüllenden Funktionen a’ nach (5) reelle a,. 

6/2 Hilfssatz: /st G kommutativ, so gilt für u€ R dann und nur dann exp.(u) =e, 
wenn es ganze Zahlen k(x) mit 


(7) ka)=—k(x) (xE6') 
so gibt, daß u’(x) = 2nik(x), das heißt 
= ge) 
xe@' 


gt. 
Beweis: Da die Charaktere mit der Exponentialreihe vertauschbar sind und wegen 
der oben genannten Isomorphie von AR gilt exp.(u) = e genau dann, wenn 


exp (z(u))= xl) =1 


für alle g€G’ erfüllt ist, das heißt, wenn u’(x) für jedes x ganzes Vielfaches von 2ri 
ist. Unter dieser Bedingung sind (6) und (7) gleichwertig. 


Zusatz 1: Haben in G alle Elemente die Ordnung 2, so gilt y= x", in G' in (7) 
folgt k(x) = 0, und daher ist exp(u)=ein R nur für u=( erfüllt. 

Zusatz 2: Enthält G ein Element x mit x? +e, so gibt es einen Charakter x mit 
x # x ': Für einen solchen setze in (7) etwa k(x) = 1,k(x"") = — 1 und setze alle übrigen 
k=0. Man erhält gemäß (5) ein u=+0 in R mitexp,(u) =e. Wegen x,(u) = 0 gibt es 
v,weK,mitu=v—w. Also gilt exp. (v) = exp.(w) für verschiedene v, w in K.. 

6/3 Satz: Die durch exp. gelieferte Abbildung von K, auf B, ist dann und nur dann 
eineindeulig, wenn alle Elemente von G die Ordnung 2 haben. (Dann ist G sogar kommutativ, 
und für jede Untergruppe H von G ist exp, auf ganz R,, eineindeutig.) 

Beweis: 1) G habe nur Elemente der Ordnung 2. Dann gilt für beliebige x, y aus G 

y=(ay)"=ytatı=ya. 
Daher ist G kommutativ. Dann liefert exp, einen Homomorphismus der Additionsgruppe 
von R in die Multiplikationsgruppe und nach obigem Zusatz 1 sogar einen Isomorphismus. 
exp, unterscheidet sich von exp, nur durch eine additive Konstante aus A. 

2) x sei ein Element in G mit x? + e. G* sei die von x erzeugte kommutative Unter- 
gruppe inG und R*=s R der Gruppenring von G*. Nach obigem Zusatz 2 ist exp, bereits 
auf K*= K,r R* nicht eineindeutig. 
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Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg 
auf algebraische Zahlkörper. II. 


Von @. J. Rieger, z. Zt. College Park (Maryland). 





Im ersten Teil dieser Arbeit!) habe ich die Siebmethode von A. Selberg auf beliebige 
algebraische Zahlkörper K übertragen. Im vorliegenden zweiten Teil verwenden wir diese 
Methode dazu, um unter anderem eine Verallgemeinerung des Satzes von Brun und 
Titehmarsh zu beweisen (Satz 5). 


Satz von Brun-Titehmarsh?). /st 1<k <z,0 <s!<k, (k,l) =1, so ist 


(28) n(x;k,l) = 5 1 <e x —, 
hans p(k) log + 


wo die positive Zahl c weder von x, noch von k, noch von | abhängt. 


4. Über die Bezeichnungen von Teil 4 hinaus bedeute (wie üblich) 
n den Grad von K, 
r, die Anzahl der reellen unter den konjugierten Körpern von K, 
r, die Anzahl der Paare der konjugiert-komplexen unter den konjugierten 
Körpern von K, 
R, den Regulator von K, 
A die Diskriminante von K, 
h die Klassenzahl von K, 
w die Anzahl der Einheitswurzeln in K, 
a,b,f,p,... (ganze) Ideale von K, 
(n» das von der ganzen Zahl n von K erzeugte Hauptideal, 
C1,...,Cc; nur von K abhängige Konstanten. 


Definition 1. Eine Zahl « aus K heißt totalpositiv, wenn alle r, reellen unter den kon- 
jJugierten Zahlen von «& positiv sind. 


Definition 2. Die Menge der totalpositiven Zahlen = 1 mod f aus K bildet den f-Strahl 
von K. 
Definition 3. Die zum Ideal f teilerfremden Ideale a und b heißen äquivalent mod f oder 
a und b gehören zur selben Klasse $ mod f, wenn es zwei ganze Zahlen & und n im f-Strahl 
von K gibt mit 
Ha=(mb. 


1) Vgl. [12]. Die Numerierung der Arbeiten im Literaturverzeichnis, sowie die der Sätze und Formeln 
wird hier fortgesetzt. An dieser Stelle sollen noch einige in [12] stehen gebliebene Druckfehler berichtigt werden: 


2.3 v.o. lies unmittelbar statt unmittebar. 
2) Vgl. etwa [3], 2. Satz 4.1. 
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Wir bezeichnen ferner mit 
R(f) den aus einem System von Grundeinheiten des f-Strahles gebildeten Regulator, 
w(f) die Anzahl der Einheitswurzeln im f-Strahl von K, 
h(f) die Anzahl der Idealklassen $ mod f. 
Wie in Teil 1 hängt die in einem Fehlerglied O(...) auftretende Konstante nur von K ab. 
Die Konstante in O,(...) bzw. O,(...) hängt nur von Ä und f bzw. nur von K und e ab. 


Hilfssatz 1°). Für 


Bd)= z1 
Nasr 
gilt 
u: 
ia n) (2), 
a = 2" (27)” Roh 
uyldl 
Aus Hilfssatz 1 folgt durch Teilsummation 
1 
29 —— = alogr+ Ol >), 
(29) Ey rlogatol) (ao) 
’ Br 5: 
Hilfssatz 2®). Für 
H(x; 9 mod f)= 81 
Nası 
aesmodf 
gilt 
i ( u 
H(z; 9 modf) = Alf) +0,12") (2> oo), 
2, (2r)" R(f) 
why AR 
Aus Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2 folgt unmittelbar 
(31) PM Se. 
Hilfssatz 35). Es ist 
w 1 zn; 1 jr 
nn. Te loglog x + c, +0 (12) (2x > ©). 


Aus Hilfssatz 3 folgt unter Beachtung von (30), ähnlich wie im Spezialfall des 
Körpers der rationalen Zahlen®), 
Hilfssatz 4. Es ist 


4 —ı 
1 — —=6,log ze + Ol >00). 
al) -emrton ro 

Unter Beachtung von Hilfssatz 4 und (29) beweist man auf wörtlich demselben 
Wege wie im Spezialfall des Körpers der rationalen Zahlen’) 


3) Für dieses erstmals von Weber bewiesene Ergebnis vgl. [17], $ 194. In [18] wird auf Seite 182 (Theorem IV 
11, B) Hilfssatz 1 zwar behauptet, jedoch nur H(z) = xx + o(x) bewiesen. 

*) Hilfssatz 2 läßt sich mit denselben elementaren Hilfsmitteln wie Hilfssatz 1 beweisen. Vgl. auch [15]. 

5) Vgl. [8], (115). Der darin gegebene Beweis von Hilfssatz 3 unterscheidet sich nicht wesentlich von den 
üblichen Beweisen für den Spezialfall des Körpers der rationalen Zahlen; vgl. dafür [3], 1. Satz 4. 1. 

%) Dafür vgl. etwa [3], 1. Satz 4.1. 

?) Dafür vgl. etwa [3], 2. Lemma 4.1. 
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Hilfssatz 5. /st N eine natürliche Zahl Z2 und P irgendeine Menge von Prim- 
idealen p mit Rp < N und ist N, die Menge aller Ideale m mit Wm < N, die nur Prim- 
faktoren aus P enthalten, vermehrt noch um das Einheitsideal o, so gilt 


y\-1 
II ( 1 u -) Cz _ ee 
peP Np, meNp Am 
2. Für die Anwendungen ist es zweckmäßig, von einer modifizierten Form von 
Satz 1 auszugehen: 


Satz 1’. Es sei t eine positive Zahl und M = Mit) eine natürliche Zahl Z 2; n durch- 
laufe die M nicht notwendig verschiedenen Ideale n,,...,n, von K; setzen wir dann (im 
Gegensatz zu (5)) 


eo; t 
(5') R=-S,— 


/(®) 


und behalten wir alle anderen Bezeichnungen von Satz 1 bei, so gilt 


N, <Sz 
No, <Sz 


i t 
S=7+0 | Z | 4(d,) A(d) Rpıo.) ) 


Der Beweis von Satz 1’ verläuft wörtlich wie der Beweis von Satz 1; es ist nur in 
(16) M durch t zu ersetzen. 


- 


Durch Verwendung von (5’) statt (5) bleibt Satz 2 gänzlich ungeändert. 


3. Wir machen nun die Annahme, daß folgende Verschärfung von Hilfssatz 2 
bekannt sei: 


Hypothese 1. Es existiert eine in x nichtabnehmende Funktion y(x, f) mit 


(32) |H(2; 9 mod }) — Plf)a |< yla,f), 


1<y(a,f)=0, (.':) (x oo). 


4. Wir gehen aus von einem Ideal f aus K und einer Idealklasse $ mod f und wählen 
in Satz 1’ als Menge n,,.. .,11y die Menge aller Ideale n € $ mod f mit An < x. Dann 


wird offenbar 
M = H(x; $ mod f) (M 22), 


(33) u 
Nnse 
neömodf 
p+nfürNpsz 


(34) s= 231. 
Nnsz 
neömodf 
d|n 


Wir setzen 


. HH 
1 _ ob) 
fd) Nd 
und zeigen zunächst, daß 5, von der Gestalt (5’) mit 
(36) t= Pf) x 


ist: 








160 Rieger, Verallgemeinerung der Siebmethode von A. Selberg auf algebraische Zahlkörper. II. 


Hilfssatz 6. Es ist 
(37) 5, = 00) (Pi + Ovta,N)). 


Beweis. Für (d, f) + o ist offenbar S, = 0; also folgt wegen Fon sofort (37). Für 
(d, f) = o ist wegen (34) 
ME zu u | 


b 
Nbd <sz 
bb ES modf 


=: © 4 
NH <S z/ND 
beEeSH’modf 


= Hgg: $' mod n)9, 


woraus wegen (35) und wegen Hypothese 1 unter Beachtung von 


x 
Pu = 
vla;: N) < y(2,f) 
unmittelbar (37) folgt. Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen. 


Da offenbar 
»(d,d,) = w(d,) @(d,) 
ka o([d,, d,]) 
ist und da wegen Hilfssatz 6 
IR, | = R'o(b), 
R' =O(y(z, f)) 
ist, sind alle Voraussetzungen für die Anwendbarkeit von Satz 1’ und Satz 2 erfüllt, 
und wir erhalten nach (23) und (35) 


1 
Z= 5 — 
n € (z) Nr 
(38) m. f 
E* NS: Nr 
(n,f)=0o 
und nach (25) und (35) 
R=0 li 2) 
(via, N = 1 | Np 
1 \-2 
(39) RR 2 (1 or 
(vis D= Falk, ”) ) 


pr 
= 0 (y(x, f) 2? log? z) 
wegen Hilfssatz 4. Wählen wir in Hilfssatz 5 für P die Menge der nicht in f enthaltenen 
Primideale p mit Xp < N = [z], so folgt aus (38), Hilfssatz 5 und Hilfssatz 4 


ze 2 


(40) Cz tr \ 
1 ef) ( ._- 
I a A Pe 7 
= at) 


I log z (222). 


> Ni 








®) Dabei haben wir die wohlbekannte Tatsache benutzt, daß die Menge aller Ideale b, für die bei gegebenem d 
mit (d, j) = o die Ideale bd in einer Idealklasse $ mod f liegen, selbst eine Idealklasse $’ mod f = $'(d) mod f ist. 








ıd 
st. 
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Satz 5. /st Hypothese 1 richtig, so gibt es eine nur von K abhängige Konstante c(K) 
derart, daß für alle reellen Zahlen x >A und alle Ideale f mit 
(41) y(zi)<PN« 


samt allen zugehörigen Idealklassen $ mod f gilt 


n(2;9modf) = 5 1 





4 ned ment 
0 
a, <en[ N  + va N). 
p(i) leg 
y(z, f) 
Beweis. Aus Satz 1’, (36), (40), (25), (39) folgt 
IN 
(43) S=0 (ee) +0O(ylz,f)loz) (222). 
Wir setzen jetzt 
. _ (PH x\” 
2 (van). 


Es ist für das folgende zweckmäßig, außer M>2und z22 noch z <z zu verlangen; 
um diese drei Bedingungen zu erfüllen, ist es hinreichend, 
Pi) x a 
45 a e- 8 — a Is 
en y(z, f) 
vorauszusetzen ?). 
Da wegen (44) 








a via Darlogtz <0(Zpioge] 
ist, folgt aus (43) 
. PHNIz 
(47) s=0o ( Bir), 


Bei $ werden sicherlich alle Primideale p mit z <Np <= x gezählt!®); da die Anzahl 
der Primideale p mit Np < z sicherlich nicht größer als H(z; $ mod f) ist, folgt zunächst 


a(2;S9modf) <S + H(z; 9 mod f) 
und wegen (47) und Hypothese 1 


EHNIz 
p(f) log z 





(48) a(2; 9 mod n =0( )+ Bm 2 +06, 1)). 


Wegen 2 <z < x und wegen (46) ist 





PN | 

49 D<sykn) = o( A 

(49) van = og: 

Aus (44) ergibt sich wegen (31) und wegen y(z, f) Z 1 unmittelbar 
2 < (ax): 


und daher wegen Y(f) <Nf sofort 


Aus (48), (50), (49), (44) folgt Satz 5 für den Fall (45). 





®) Um das einzusehen, hat man nur y(z, f) 1 und (31) zu beachten. 
10) Vgl. die Definition von $ in [12], Satz 1. 
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Ist jedoch 
PM = 


a 8 ®, 
yiaD Bahr 





so ist wegen Hypothese 1 
n(z; 9 mod f) < H(x; 9 mod y) 
= Bf) +0 (ya, f)) 
.. O(y(z, n)), 


und (42) gilt auch in diesem Falle, falls wir nur noch (41) voraussetzen. Damit ist Satz 5 
vollständig bewiesen. 


5. Es ist klar, daß Satz 5 eine direkte Verallgemeinerung des Satzes von Brun und 
Titehmarsh darstellt. Denn: die in Definition 3 gegebene Einteilung aller zu einem 
gegebenen Ideal teilerfremden Ideale in Klassen ist im Spezialfall des Körpers der ratio- 
nalen Zahlen genau die Einteilung aller zu einer gegebenen natürlichen Zahl % teiler- 
fremden natürlichen Zahlen in Restklassen mod k; wegen 





endängn | 1 


ist dann in (32) offenbar f(k) = - und es kann y(x,k) =1 gewählt werden; (41) 


k’ 
besagt dann k < x, und (42) geht in (28) über. 


Satz 6. /st x >2 und 





<z == 
(52) ı= fi m o) log? x ) ); 
so ist 

a 5 Pr x 

a n-. 1=0(5,,) 


p+nfürNp<z 
Beweis. Die abzuschätzende Größe ist der Spezialfall f = o von (33). Diese ist 
wegen (43) 





0) mr +0 (y(z, 0) 2? log? 2). 


Daraus ergibt sich wegen (52) unmittelbar (53), womit Satz 6 bewiesen ist. 


6. Bisher wurde noch nichts darüber gesagt, ob — außer im oben betrachteten 
Spezialfall des Körpers der rationalen Zahlen — Hypothese 1 erfüllbar ist. Das ist nun 
in der Tat der Fall; denn ein kürzlich von mir bewiesener Satz lehrt!!), daß 


u 2 

(54) y(z,9) =0 m N "x ) 
gewählt werden kann. Zum Beweis dieser Abschätzung wurden nur sehr elementare 
Hilfsmittel herangezogen, die über arithmetische Operationen und reelle Integration 
nicht hinausgingen. In der Durchführung konnten wir uns vielfach an klassisches Vor- 
bild anschließen. Darüber hinaus benutzten wir an entscheidender Stelle den, wie es 
scheint, erstmals in [15] bewiesenen Satz, daß es in jeder Restklasse mod f eine total- 
positive ganze Zahl £ mit |NE| = O(Nf) gibt'?); der Beweis dieses Satzes ergab sich 


aus einer Verallgemeinerung eines Satzes über inhomogene komplexe Linearformen 3).. 


1) Vgl. [15], Hauptsatz. 
12) Vgl. [15], Satz 6. 4. 
13) Vgl. [15], Satz 6.1 und Satz 6.2. 











nn 
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7. Die Aussage (54) läßt sich unter Heranziehung von Hilfsmitteln der komplexen 
Funktionentheorie verschärfen. Da ist zunächst ein mit dieser Methode bewiesener 


Satz von Landau '®). /st x ein eigentlicher Klassencharakter mod f und setzen wir 


fi falls x Hauptcharakter mod f, 
ac P sonst, 


so gibt es eine nur von n abhängige Konstante c(n) > 0 mit 


2. 


(55) EZ x(a) — E(x) a2 <.c(n) \ Al yr)arı log” | A| 3) art, 


Nası 


Für unsere Zwecke ist es ausreichend, von der etwas schwächeren Aussage 


1 2 
(6) Zxla)=Elg)axr+ olar#i log" (2NF) ae) (x eigentlich) 


Nası 


auszugehen. 


Hilfssatz 7. Für jedes e > ist 
d(a) = 31 = 0.(Nar). 
dla 
Der Beweis von Hilfssatz 7 unterscheidet sich kaum von dem für den Spezialfall 
des Körpers der rationalen Zahlen. Ist nämlich 





a=IIp', 
p la 
so ist 
d(a) = II(a, +1), 
pla 
also 
d(a) _ ng 
” Nas ui (a, + 1) Rp” 
07) = ITla, +1) Np”"» - ITla, + 1) Np”%. 
= 53 
Wegen 
&q, log 2 £ et log2 __ Yeay < Np* 
ist 


1 a ER 

—e, < eu, < ni 

1+a)Np» s1+a,Np Sit gr =® s 

Das benutzen wir in (57) für die p mit Np® <2; wegen H(x) =0O(x) gibt es höchstens 
O(2"*) solche Primideale. Für die p mit Np’ > 2 ist 


(1+a)Np"» si. 
Also folgt aus (57) 


1 
u <m e® log 2 
Na vla 

(58) Npe <2 

1 . O(218) 


s log 2 
se” 


was zu zeigen war. 


1) Vgl. [10]. 
21* 
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Hilfssatz 8. Für jeden Klassencharakter x mod f und jedes e > gilt 
1 2 
ite 1— — 
(59) „Zr = Ein Gy ar +0. arrit er), 


Beweis. Ist x ar Charakter mod f und X der zugehörige eigentliche 
Charakter mod f,, dann ist bekanntlich !°) 


(60) &1s, gmod f) = &(5,X mod fo) Zub) X() Ro“. 
blf 


Setzen wir zur Abkürzung 


H(z; ymodf) = F x(a), 
Nası 


so folgt aus (60) 


H(z; ymod}) = Zu(b)X(0) H (25; X mode) 
bIf 


N6' 

4 Er er 9 

= Zulb)X(b) ER a; + zolnp*: log" (2NF) x +) 
blf blf ; 


wegen (56). Beachtet man noch 


ul) _ PN) 
Pr u Th 
1; 6 Ni 
so folgt wegen Hilfssatz 7 sofort die Behauptung. 


Satz 7. Für jede Idealklasse 9 mod f und jedes e > gilt 





ph) a 
(61) Ha; 9 mod |) = ng; 240 te), 
Beweis. Es ist bekanntlich!) 
Er 1 falls a aus der Hauptklasse mod f, 
TE 2 x(a) % sonst. 


Daher gilt, wenn b ein beliebiges Ideal aus der zu $ mod f inversen Klasse ist !”), 


H (x; 9 mod f) = zZ Zx(ab) 


Pe. 
Bi; Nasz x 


= 220), 2 ro) 


woraus wegen Hilfssatz 8 unter Beachtung von 
Zx(b) Ei) =1 
die Behauptung folgt. 2 
Aus Satz 7 folgt, daß über (54) hinaus 
1 2 
(62) vd =0, (gr HH ) (e >0, beliebig) 


gewählt werden kann'®). 


15) Vgl. [9], Satz XCV, Beweisteil 2b. 

16) Das gilt ja allgemein für Charaktere endlicher abelscher Gruppen. 

17) Vgl. auch [9], Beweis von Satz XCVI. 

18) Wegen (58) läßt sich die explizite Abhängigkeit der Konstante des Fehlergliedes in (59) bzw. (61) bzw. 
62) von e ohne weiteres angeben. 








A ee rn 


gi 


Vgl 
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8. Die im ersten Teil und im vorliegenden zweiten Teil dieser Arbeit entwickelte 
Siebmethode bezog sich ausschließlich auf die Aussiebung von Idealen nach Primidealen. 
Über die Aussiebung von ganzen Zahlen nach Primidealen wurde bisher noch nichts 
gesagt. Außerdem war bisher von Abschätzungen nach unten noch nicht die Rede. 
Ferner wurde das „große Sieb‘‘ von Linnik samt der Verfeinerung von Renyi noch nicht 
auf algebraische Zahlkörper übertragen. Auf all diese Fragen hoffen wir bei späterer 
Gelegenheit zurückzukommen und ebenso auf eine Anwendung der dabei erzielten Er- 
gebnisse auf die additive Primzahltheorie in algebraischen Zahlkörpern. 


9. Dagegen wollen wir hier auf eine Frage zurückkommen, die wir kürzlich unter- 
sucht haben und die mit dem oben Behandelten in einem gewissen Zusammenhang steht, 
nämlich auf die Selbergsche Formel für Idealklassen mod f. In [13] und auf anderem 
Wege in [14] wurde nämlich gezeigt!?), daß 


(63) 53 lg!Np + 5 LogNplogNg = . zlogx+0,(2) (>) 
Npsz Npg sz h(f) 
pesSmodf pqeSH modf 


ist. Unser Ziel wird es sein, die Abhängigkeit des Fehlergliedes in (63) von f explizit an- 
zugeben (Satz 8)2°) und aus diesem Ergebnis einige Folgerungen zu ziehen. 
Zu diesem Zweck gehen wir an Stelle von [14], Hilfssatz 2 aus von dem wegen 
(54) und (62) gesicherten ?') 
Hilfssatz 2*. Es existiert ein y(f) Z1 mü 
1 \ 


Hz; ö mod f) = Bl) «+ Olyına ") =. 


Die Konstante im O-Glied von Hilfssatz 1* bzw. Hilfssatz 3* bzw. Hilfssatz 4* ist 
offenbar von f unabhängig. In Hilfssatz 5* tritt kein O-Glied auf. Die Konstante im 
Fehlerglied von Hilfssatz 6* ist ebenfalls von f unabhängig: 


Hilfssatz 6*. Für 


T 
Fa, x) = zu) log? N 


gilt 
E Flaa)= 3 lo!Np+ 53 IJogNplogNg + Olx). 
Nasz Np<sz Npa sz 
aesömodi aceH modf pa eS modf 


Beweis. In (6*) ist O (log? x) beidemal nur der Werte 0 oder log? x fähig (je nach- 
dem o $ $ mod f oder o€ H mod f); die weiteren Konstanten in den Fehlergliedern von 
(6*) sind offenbar der Reihe nach von einem absoluten Betrag S 2 bzw. S 2 bzw. <s1, 
da beim Übergang zu diesen O-Gliedern zu den aus positiven Summanden bestehenden 
Summen weitere positive Summanden hinzugenommen wurden. Da in den weiteren 
Abschätzungen der O-Glieder von (6*) durch (7*), (8*), (9*) f überhaupt nicht vorkommt, 
ergibt sich die Behauptung. 


19) In [13] und [14] sind aus Versehen noch einige Druckfehler stehen geblieben. In [13] lies: a=p*® 
(a > 1) statt p = a (S.186, Z.3 v.o.), m<Sestattm> x (8.188, 2.5 v.o)undn=1stattn=2 (S.185, 
2.6 v.0o.); und in [14] lies: O(x) statt O(1) (S. 406, (15)); vgl. dafür auch unten (15*)), p® e $ mod f statt pe 9 
mod f (S. 405, 2. Summe von (6)) und Rp < x statt Np< z (S. 404, (4)). 

20) Das wurde bereits früher angekündigt: [13], 194 bzw. [14], 407 bzw. [15], $ 8. 

21) Hilfssatz A bzw. (a) von [14] trägt hier den Namen Hilissatz A* bzw. (a*). 


- 


22) Eine Verkleinerung des Exponenten von z zu 1— ——— tritt im Endergebnis nicht in Erscheinung. 


D) 
n+1l 
Vgl. auch [13], ®). 
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* Eine Abhängigkeit eines O-Gliedes von f tritt erstmals wieder in Hilfssatz 7* auf. 
(10*) hat kein Fehlerglied. Wegen Hilfssatz 2* erscheint im Fehlerglied von (11*) der 
Faktor y(}), während die Abschätzung (12*) wieder von f unabhängig ist. Daher haben wir 


Hilfssatz 7*. Es ist 


u(d) 22 
EU Bi) x N IT log? - +0O(yf) x). 
ae Hmodf d,H=o 


Hilfssatz 8*. Es ist 
hf) ( EZ lg!NP + 5 LlogNplog ) 


Npsı Npqa sz 
\pesömodf pa eHmodf 
— 5 log Np + Z logNpLlogNg+OCh(f) yii) «+ zlogNf). 
Np se Npa <z 


Beweis. Aus Hilfssatz 6* und Hilfssatz 7* folgt 
u(d) 


(13%) 5 logENP + Z logNplogNg = if) iR z log? +0 (ylMe). 
Np se Npga <sz zNd Nd 
peSsmodf pqeSHmodf ® hie 


Durch Summation über die h(f) Idealklassen $ mod f ergibt sich daraus 


53 log!Np + 5 logNplogNa 


Npsz Npa sz 
$,9)=0 (pa,f)=0 
ce u(d) 
® En 
Nun ist 
OS 3 log. Np — 3 log!’ Np 
Npsz Npsen 
p9=0 
= 5 log’ Rp 
(64) vu 
< log x FH log Np 
pli 


<logxlogNf. 
Außerdem ist 
OS 3 logNplogNga— 5 LlogNplogNa 


Npga sz Npq sz 


= 5 logNp logNa 
Npg sz 
(pq,f) #0 


<2 5 logNp log Na 
(65) ea 
<2 5 logNp logNa 


Na sa 
f 


=2 un Fund 


Nası 


= O(z log Wf) 





he 


al 


zu 
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un 
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wegen Hilfssatz 3*. Aus (64) und (65) folgt 
5 log Np + 3 logNp log Na 


(15*) Npsz Npa <sz 
u = 3 log! Np + ZI logNpLlogNg +Olzlog N). 
Re 


Aus (15*), (14*), (13*) ergibt sich unmittelbar die Behauptung. 
Aus Hilfssatz 4* und Hilfssatz 8* folgt unter Beachtung von y(f) > 1 sofort 
Satz 8. Es ist 
3 lg!Np+ 5 logNplogNa 


Np<sz Npasz 
(66) reömodf pqeHmodf 





2 [1ER 
= m log ++ nr 


Die rechte Seite von (66) ist sicherlich 


p) f x log Ri 
-; AR , + Dit 
> or 2 + ) 


hei passendem ec, >1 und daher >0 für 


log x > cs(h(f) Y(f) + log RF), 
also 
Satz 9. In jeder Idealklasse 9 mod f gibt es ein aus höchstens zwei Primfaktoren 


zusammengeselztes Ideal a mit 


Nas mn + log Rf em, 


10. Da im Spezialfall des Körpers der rationalen Zahlen wegen (51) y(k) =1 
gewählt werden kann, folgt aus Satz 8 und Satz 9 unter Beachtung von ®) 


logk =O(gp(k)) 
unmittelbar 


Satz 10. Für (k,l) =1 und « Z1 gilt 


zZ lg®p+ zz logplogg = RM zlogx + 0(x) (p, q prim) 
psı pa <ı p(k) 
p=imodk pq=lmodk 


(mit einer von x, k,l unabhängigen Konstanten im Fehlerglied). 


Satz 11. /n jeder primen Restklasse l mod k gibt es eine aus höchstens zwei Primfak- 


toren zusammengesetzte Zahl a mit 
aser®, 


Satz 10 bzw. Satz 11 stellt eine Verschärfung einer von Shapiro ohne weitere Be- 
gründung angegebenen, mit ähnlichen elementaren Hilfsmitteln erzielten Abschätzung 


p2 go? k 
o (* e) bzw. C, k 


9*(k) log? k 


23) Das folgt sofort aus der wohlbekannten Beziehung (vgl. etwa [3], 1. Satz 5.1). 
lim g(n) n! loglog n > 0. 
21) Vgl. [16], Einleitung. ” 
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44. Ver einigen Jahren hat Linnik auf äußerst kompliziertem Wege einen Satz 
bewiesen, der weit über Satz 14 hinausgeht und der zweifellos als einer der bedeutendsten 
neueren Fortschritte auf dem Gebiet der analytischen Zahlentheorie angesehen werden 
kann: 


Satz von Linnik. /n jeder primen Restklasse | mod k gibt es eine Primzahl < k‘, 
wo c eine absolute (also von k und | unabhängige) Konstante ist. 

Für diesen Satz hat Rodosskii einen gegenüber Linnik vereinfachten Beweis gegeben; 
dieser zweite Beweis, welcher immer noch mit ungeheuren Schwierigkeiten verbunden 
ist, wurde durch das Werk [3] von Prachar einem größeren Leserkreis zugänglich 
gemacht®%). Neben vielen anderen Hilfsmitteln — vor allem funktionentheoretischer 
Natur — werden im Beweis des Satzes von Linnik bei der Herleitung einer Aussage über 
die Häufigkeitsverteilung der Nullstellen aller Z-Funktionen mod k gewisse Sätze im 
Zusammenhang mit der Siebmethode herangezogen. Genau diese letzteren Sätze haben 
wir oben auf algebraische Zahlkörper verallgemeinert (Satz 5 und Satz 6 zusammen mit 
(54) oder Satz 7). Es besteht eine gewisse Hoffnung, daß sich auch die anderen wichtigen 
Hilfssätze verallgemeinern lassen und daß sich folgende direkte Verallgemeinerung des 
Satzes von Linnik beweisen läßt: 


Vermutung. In jeder Idealklasse $ mod f gibt es ein Primideal p mit 
Np <N®, 


wo c(K) eine nur von K abhängige Konstante ist. 

42. Nun noch zu einer anderen Frage! In einer kürzlich erschienenen Arbeit hat 
Prachar einige Sätze über quadratfreie (und allgemeiner: r-freie) Zahlen in einer primen 
Restklasse !mod k bewiesen ?®). Zunächst wird gezeigt”): 

QAz,k)= z 1 


m<sı 
u(m) + 0 
m=imodk 


x 1 


1 ge 
A= m alt) | 


Bezeichnet g(k,!) die kleinste quadratfreie Zahl =! mod k, so folgt aus (67) sofort ?®) 
(68) g(k,l) = OR). 


Es bereitet keine großen Schwierigkeiten, diese Abschätzungen auf algebraische 
Zahlkörper zu verallgemeinern: 


Satz 12. Für 
Q(2; Hmodi)= 3 1 


Nası 
u(a) +0 
gilt aceHmodj 
) Qxl2; 9 moff) = aa — Np)T+O(ylf) x") + O(z2). 


25) Vgl. [3], Kapitel X. 
2) Vgl. [11]. 

”) Vgl. [11], (1). 

28) Vgl. [11], (2). 








r-i 


die 
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Beweis. Wie im Spezialfall des Körpers der rationalen Zahlen hat man 


(2; H9modf)= 5 u?(a) 


ae Hmodj 


= 2 2.0) 
Rd" <Sz 
bb?eHmodf 
Wegen a € 9 mod f ist (a, er = o, und wegen d? |a ist daher (d2, f) = o; also gibt es eine 
Idealklasse 9’ mod f = $'(d) mod f, in der alle Ideale b mit d?b € $ mod f und nur diese 


liegen ?®). Also können wir in (70) fortfahren: 


= gg ub) 3 1 
No'sz NbS z/Nd*? 
d,f)=0 bEeS’modf 
=) 
(7) - 2, noo0 Mat o(vi (6) ) 
,5)=0 
ga! u Bug 
ME 2 to (lvne * 28”) 


wegen Hilfssatz 2*. Da (69) für n =1 genau in (67) übergeht, können wir hier n >1 
voraussetzen. Nun ist 


ud) u(d) ( Ras 
IR 7 ur n. 0 Nd® ” " 2 ) 
(d,f)=0 
(72) = IA — NP?) TA —Np 2) + n zZ BR) 
p plf No!>z 
= 5 TUR +0(2 =) (wegen (30)) 
(2) pli 
und 
2_s / 2 
(73) ZN"  < 3 00)  Ww>U. 
No’<sz N; 


Aus (70), (71), (72), (73), (31) folgt die Behauptung. 
Ist r eine natürliche Zahl > 2 und bezeichnet QX’(x; $ mod f) die Anzahl der 
r-freien Ideale a aus $ mod f mit Na < x, so beweist man ganz entsprechend 


Satz 13. Es ist 


) QRz; 9 mod f) = = I ap)" +0(vOz )+0(. r). 
Benutzen wir im Vorstehenden an Stelle der mit Hilfssatz 2* gleichwertigen 
Beziehung 


1 


ns 
(75) MON ET E SE 
die Abschätzung 
(76) Vene  (O<em<;5), 
20) Vgl. 9). 
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so ergibt sich in (69) und (74) offenbar das Fehlerglied 
(77) Olyi) 9). 


Ist in (75) bzw. (76) eine Funktion y(f) explizit gegeben, so ergibt sich aus (69) 
oder (74) bzw. (77) eine obere Abschätzung für die Norm des „kleinsten‘‘ quadratfreien 
oder r-freien Ideals in einer Idealklasse $ mod f, also eine Verallgemeinerung von (68). 

Durch geeignete Aufspaltung der (70) in [11] entsprechenden Summe beweist 
Prachar über (67) hinaus: 


1 1 1 
(78) Oz k = AL +0,(r?% itigt‘) 


für beliebiges &e > 0, wo — wie sich aus der Herleitung in [14] ergibt — die Konstante 
im Fehlerglied von e abhängt?®). (78) führt unmittelbar zum Hauptergebnis von [11], 
nämlich einer Verschärfung von (68): 


3 
g(k,D) <c(e)k?' 3), 


Dieser Gedanke von Prachar führt im Falle eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers 
nicht mehr unmittelbar zu schärferen Ergebnissen, da hier die Güte der Abschätzungen 
in erster Linie durch y(z, f) festgelegt ist. 


13. Die Ergebnisse von Teil I wurden am Ende auf die Menge &* der Worte einer 
freien abelschen Gruppe ® mit abzählbar unendlich vielen Erzeugenden übertragen ?2). 
In dieser arithmetischen Halbgruppe 6* bzw. einer gewissen Untermenge 6’ von &* 33) 
sei nun eine Einteilung aller Worte in endlich viele Äquivalenzklassen $ gegeben, die 
bezüglich einer gewissen Multiplikation eine endliche abelsche Gruppe W der Ordnung h 
bilden. Forman und Shapiro haben in diesem Zusammenhang folgende Frage behandelt: 

Was läßt sich über die Verteilung der Erzeugenden von ®& in den einzelnen Klassen 9 
sagen, wenn etwas über die Verteilung der Worte in den einzelnen Klassen $ bekannt ist ? 


In [6] wird nun gezeigt, daß aus der als gültig angenommenen Formel 
H) Z0,0 sd <i1 
(79) Hixz, $) 2 1 = c(H) x + 0,(2°) | ) 
asz 
acH 


Zeh) >0 

Ö 

eine abstrakte Selbergsche Formel folgt, aus der ein abstrakter Primzahlsatz hergeleitet 
wird; die Konstante im Fehlerglied von (79) hängt dabei von &* und V ab, und dasselbe 
gilt für das Fehlerglied in der abstrakten Selbergschen Formel. 

Es liegt nahe, über Forman und Shapiro hinaus folgende Frage aufzuwerfen und 
damit im abstrakten Fall die Analogie zum Übergang von Hilfssatz 2 und (63) zu Hilfs- 
satz 2* und Satz 8 herzustellen: 

Was läßt sich über die explizite Abhängigkeit des Fehlergliedes in der abstrakten 
Selbergschen Formel von der Gruppe X sagen, wenn eine explizite Abhängigkeit des Fehler- 
gliedes in (79) von der Gruppe W bekannt ist ? 


30) Vgl. [11], (3). 

31) Vgl. [11], (4), wo offenbar aus Versehen der Faktor c(e) fehlt. 

32) Vgl. [12], Satz 4. 

3) Ein & entsteht etwa aus ®&*, indem man die zu einem festen Wort f nicht teilerfremden Worte wegläßt 
oder — anders ausgedrückt — indem man endlich viele Erzeugende bei der Wortbildung ausschließt. 
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Man überzeugt sich sofort, daß die oben für den Fall eines beliebigen algebraischen 
Zahlkörpers durchgeführten Überlegungen sich ohne erhebliche neue Schwierigkeiten 
auf den abstrakten Fall einer arithmetischen Halbgruppe übertragen lassen ®*). Ent- 
sprechendes gilt für die Sätze im Zusammenhang mit der Siebmethode und für die Aus- 
sagen über quadratfreie und r-freie Zahlen. 
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Zur Idealtheorie analytisch normaler Stellenringe. 


Von Robert Berger in Heidelberg. 


Unter einem Stellenring 5 verstehen wir im folgenden einen noetherschen Ring, 
bei dem die Nichteinheiten ein Ideal bilden (s. Krull [2]). Außerdem setzen wir meistens 
voraus, daß die Komplettierung von $, und damit auch $ selbst, nullteilerfrei ist. Man 
nennt S in diesem Falle „analytisch irreduzibel“. 

Es ist bekannt, daß in der Idealtheorie der Stellenringe die Fälle höherer Dimension 
beträchtlich komplizierter sind als der Fall der Dimension eins. Daher ist es wünschens- 
wert, ein Prinzip zu haben, nach dem man in gewissen Fällen die Betrachtung eines 
Stellenringes höherer Dimension auf die Betrachtung von Stellenringen der Dimension 
eins zurückführen kann. Ein solches Prinzip wollen wir in dieser Arbeit angeben. Für 
wertvolle Hinweise über den Gültigkeitsbereich des Satzes möchte ich Herrn P. Roquette 
an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 


Satz. In einem analytisch irreduziblen Stellenring der Dimension d gibt es in jeder 
Potenz des maximalen Ideales ein Primideal vom Rang d—1. 


Anmerkung 1. Nach Definition des Ranges gibt es zu jedem Primideal p vom Range 
d—1 eine Kette von Primidealen p,P; # P,:» P =Pa-ı >Pa-a >''">Pı >Pe = (0). 
Dabei hat dann p, den Rang i. Man sieht so, daß es auf Grund des Satzes in jeder 
Potenz des maximalen Ideales nicht nur ein Primideal vom Rang d — 1, sondern sogar 


eines von vorgegebenem Rang r <d—1 gibt. 


Anmerkung 2. /st S ein Stellenring, bei dem es in jeder Potenz des maximalen Ideales 
ein Primideal gibt, so ist $ nullteilerfrei. 


Beweis: Es seien q,,..., Qn die zu einer Primärzerlegung des Nullideales in $ gehörigen 
Primideale. Jedes Primideal von $ enthält dann eines der q;, weil es ja die Null enthält. 
Da nun nach Voraussetzung in jeder Potenz des maximalen Ideales von 5 ein Primideal 
liegt, liegt nach dem eben Bemerkten in jeder Potenz des maximalen Ideales von $ eines 
der q,. Es gibt aber nur endlich viele q;. Also kommt ein q,, etwa q,, in unendlich vielen 
und somit in allen Potenzen des maximalen Ideales vor. Der Durchschnitt aller dieser 
Potenzen ist aber das Nullideal. Also folgt (0) = q,, d.h. das Nullideal ist Primideal. 


q. e.d. 


n 


Daraus geht hervor, daß in unserem Satz die Voraussetzung, daß $ nullteilerfrei 
sei, notwendig ist. Ob das auch für die Voraussetzung der Nullteilerfreiheit der Komplet- 
tierung von $ gilt, ist noch offen. Eventuell läßt sich die Voraussetzung abschwächen. 
Wir benötigen sie hier aber zum Beweis des Hilfssatzes 1, der im folgenden eine ent- 
scheidende Rolle spielt. 

Anmerkung 3. Hat man zwei Ideale a und b in $ mit der Eigenschaft a<cb + p; 
für alle i, wo p, ein in der i-ten Potenz des maximalen Ideales m von S enthaltenes Prim- 
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ideal vom Rang d—1 sei, so folgt daraus a<b + m’ und nach dem Krullschen Durch- 
schnittssatz, angewandt auf S/b, sofort a<b. Zwei Ideale a und b von $ sind also genau 
dann ineinander enthalten, wenn dies für alle Restklassenideale a” =a+p;,/p; und 
b® —=b +p;,/p, in den S® = S/p, gilt. Die S/p,; sind nun aber nullteilerfreie Stellenringe 
der Dimension 1. Auf diese Weise kann man manche Fragen statt in $S in den einfacheren 
Ringen S® behandeln. Darin besteht das Reduktionsprinzip. 


Hilfssatz 1. Es sei $ ein analytisch irreduzibler Stellenring der Dimension d mit 
maximalem Ideal m. Dann gibt es eine ganzzahlige Funktion s(n) mit folgender Eigenschaft: 
Sind a, b zwei beliebige Elemente von S mit a,b $ m", so gilt a-b$ m”, 


Umgekehrt: Ist S ein Stellenring, in dem es eine Funktion s(n) der beschriebenen Art 
gibt, so ist S analytisch irreduzibel. 


Beweis: Wir zeigen zunächst die Umkehrung: $ mit dem maximalen Ideal m 
sei die Komplettierung von $. Wir nehmen an, $ sei nicht nullteilerfrei. Dann gibt 
es zwei Elemente a,b +0 in S mit a-b=0. a, und 5, seien zwei Folgen aus S, die 
gegen a bzw. b konvergieren: a— a,„Em", b—b„€Em" für alle n=1,2,.... Da 
a und b von Null verschieden sind, gibt es eine natürliche Zahl t mit: a,b&mt. 
Wegen m! n S = m! folgt daraus für alle n > t auch a,, b„ $m'. Andererseits gilt aber 
„nam —a:b=a:(bn„—b) + bnlan — a)Em" nS = m" für allen =1,2,.... 
Das ist ein Widerspruch gegen die Existenz der Funktion s(n), weil danach gelten müßte 
a, bu &m’® für allen >. 

Damit ist gezeigt, daß aus der Existenz von s(n) folgt, daß S analytisch irreduzibel 
ist. 

Wir zeigen nun den ersten Teil des Hilfssatzes: 


Wegen m" n S = m" genügt es, den Satz für die Komplettierung $S von $ zu be- 
weisen. Wir nehmen daher 0.B.d. A. an, daß $ komplett ist. Nach Samuel [4] S. 50 
Prop. 1 gibt es dann in $ einen regulären Unterring A derart, daß $ ein endlicher A-Modul 
ist. (Man beachte, daß die dortige Voraussetzung dim (S/p) = d— 1 wegen der voraus- 
gesetzten Nullteilerfreiheit von 5 erfüllt ist.) 

A definiert als regulärer Stellenring eine diskrete Bewertung des Quotientenkörpers 
von A, deren Bewertungsring A umfaßt. Man ordnet nämlich jedem Element von A 
seinen Anfangsgrad als Wert zu und setzt das sinngemäß auf die Quotienten fort 
(Krull [2]). Das maximale Ideal n von A liegt dabei im Primideal des Bewertungsringes. 
Wir denken uns diese Bewertung in irgendeiner Weise auf den Quotientenkörper von $ 
fortgesetzt und bezeichnen das Primideal des Fortsetzungsbewertungsringes B mit ®. 
Da $ ganz algebraisch über A ist, gilt $S< B. Ferner gilt nach dem eben Gesagtenn<®%. 
Sn ist primär für m, also B>S-n> m!‘ für passendes i. Daraus sieht man, daß alle 
Elemente von m Nichteinheiten von B sind, also in ® liegen. Es gilt daher: m" < PB" 
für allen =1,2,.... 


Bezeichnen wir andererseits b„ = ®" rn S, so gilt für die b„: 1) b„ ist Ideal in $, 
2) u >bu41, 3) nn. <NP"=(0). Da S komplett ist, folgt daraus nach Samuel [4] 


S.9 Prop. 2: b„ < m’®, wo r(n) eine ganzzahlige Funktion ist, die mit n nach Unend- 
lich geht. 

Daraus ergibt sich nun die Behauptung des Hilfssatzes: Sei a,b$m". Für ein 
genügend hohes t(n) gilt aber b, < m". Also gilt auch a, bb, =P’nS.® ist das Prim- 
ideal einer diskreten Bewertung. Daher gilt dann a - b $ B*. Wegen m?! < ®°' folgt dann 
aber auch a: b& m?!. Man setze also s(n) = 2t(n). q. e.d. 
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Eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 ist das 


Korollar. Es sei it eine natürliche Zahl. Dann gibt es eine Funktion r,(n) mit r,(n) > 
fürn >» oo, so daß für jedes Produkt ITa,;, bestehend aus höchstens t Faktoren, aus IT a, € m" 
folgt a, € m,,,, für einen Faktor ay. 


Hilfssatz 2. Es seien B> A noethersche Integritätsbereiche mit den Quotientenkörpern K 
bzw. k, K über k endlich algebraisch, B ganz algebraisch über A, A ganz abgeschlossen in k. 
Dann gibt es eine natürliche Zahl t mit folgenden Eigenschaften: A) Istp ein Primideal von A, 
so liegen in B über p höchstens t Primideale, 2) Für jedes Element y des Radikals von By 
gilt vteB-p. 

Beweis: Es sei ZL ein normaler Oberkörper von K, (L: K) =t. Wir zeigen, daß 
dieses ! die gewünschten Eigenschaften hat. C sei der Ring aller über A ganzen Elemente 
von L, ®ı, Ze ®, alle über p in C liegenden Primideale. Dann sind die ®,; rn B alle über p 
in B liegenden Primideale; denn sie liegen sicher über p, und über jedem Primideal von 2, 
das über p liegt, liegt wieder ein Primideal von C, das dann auch über p liegt, also eines 
der ®; ist. Es genügt also zu zeigen: r < t. Das ist aber klar, weil ®,,.. . ., ®, nach [6] Th. 8 
gerade ein vollständiger Satz verschiedener Konjugierter über k ist. Davon kann es nicht 
mehr geben als der Körpergrad beträgt. Damit ist 1) gezeigt. 

Zum Beweis von 2) zeigen wir, daß das Minimalpolynom über k eines Elementes % 
des Radikals von B - p notwendigerweise alle Koeffizienten in p hat. Da sein Grad jeden- 
falls kleiner als der Körpergrad von Z über k ist, folgt daraus sofort: yEB-p. 

y im Radikal von B -p bedeutet, daß eine Potenz, etwa y‘, in B-p<C-p liegt. 
Ist y, irgend eine Konjugierte über k von y, so folgt daraus y;€ C -p, weil € bei allen 
Automorphismen in sich übergeht. Alle Konjugierten von y liegen daher im Radikal 
von C :p. Das gilt dann auch für die Koeffizienten des Minimalpolynoms von y über k, 
die ja Polynome in den Konjugierten sind. Das Radikal liegt aber z. B. in ®,, also liegen 
die Koeffizienten in BP, nk=B,nA=p, weil A ganz abgeschlossen in k ist und ®, 
über p liegt. q. e. d. 

Hilfssatz 3. Es sei A=s {x,,..., 2,} der Potenzreihenring in r Unbestimmten über 
dem diskreten Bewertungsring s. u bezeichne das Primelement von s, n,n,,...,N, seien 
paarweise teilerfremde natürliche Zahlen. 

Dann sind die Ideale p, = (u" — x, .. ., u" — 4) Primideale von A fürk=1,2,...,r. 

Beweis: Die Erzeugenden von p; liegen in A, =s{2x,,...,2,}. Da A ein Potenz- 
reihenring über A; ist, genügt es zu zeigen, daß das von den Erzeugenden von p; in A, 
erzeugte Ideal dort prim ist, denn dann ist es auch das Erweiterungsideal in A. Man kann 
also o. B. d. A. annehmen k =r. Außerdem können wir annehmen, daß s komplett ist. 


Eine Potenzreihe aus A läßt sich mod p, stets auf die Form reduzieren 


u... gi rn kis 
Ib... u 01. ut 5 


wo die b,,..;, Potenzreihen in u” mit Koeffizienten aus s, also, weil s komplett ist, 
Elemente von s sind. (Man beachte dazu, daß das Ideal p,, wie jedes Ideal, in A abge- 
schlossen ist bei der Topologie, die durch die Potenzen des Ideales (u, x,, . . -, X,) definiert 
wird. S. [4] 1.1.) Man erhält so: A/p, = s[x,, - - ., 2,]/q,, wenn q, das Ideal bedeutet, 
daß in dem Polynomring s[z,,...,x,] von u" — at, ..., u" — x’r erzeugt wird. Man 
braucht also nur noch zu zeigen, daß q, Primideal in s[x,, ... ., z,] ist. Sei k der Quotienten- 
körper von s, q, = 0, k[x,,.. ., x,]- Wir zeigen nun: 

1) ,=gn8lau,:-4 2%); 

2) q, ist Primideal in k[z,,...,z,]- 











2 


|- 





ot 
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Daraus folgt dann, daß auch q, prim in s[zx,,.... ., &,] ist. 
Zu 1): a) Es sei q, = (af! — u",..., #i— u") für i=1,...r. Dann ist 


s[2%, - - -» 2,)/(9, u) = (s[2,, - - -, 2; ad — u, .. ., ati — ur, EUER un 4 + 4 Be 


Daraus sieht man, daß z;;,,..., 2, keine Nullteiler in s[x,, . . -, 2,]/(g;, u) sind für alle 
= 04... —1}. 

b) Es sei gEs[x,,...,2%,] und u-g€gq,. Dann folgt ge q,; i=1,...,r. Beweis 
durch Induktion nach :. Für i=1 ist die Behauptung trivial. Sei nun die Behauptung 
richtig für ©—1 und u-g€q,. Nach Definition der q, ist dann u-g=f- (ai — u") 
mod q,_, mit fEs[z,,...,z,], also f- af! =0 mod (u, q,_,)- 

Nach a) folgt daraus {= 0 mod (q,_,, a), d.h. f=u:f, + fs mit f,€s[&,,..., X,] 
und f,€q,;_,. Durch Einsetzen erhält man daraus: u: (g— f, (ai — u”))€ q,_,. Nach 
Induktionsannahme folgt g — f, (27 — u”) € q,_, und daraus schließlich g€ q.. 

c) Seia€a/, dann gilt a=u*-qmitg€a,undi > 0. Liegt nun a außerdem noch 
ins[X,, - - -, 2], so folgt aus u! -a€q, nach b) a€q,. Damit hat man: gr s[x,,--.,2,] =4,, 
womit die Behauptung 1) bewiesen ist. 


Zu 2): 
Sei A,=klyı,...,%), 4; eine Nullstelle von 27: — u“. Man hat dann eine 
Körperkette k=k,<k,<...<k, mit (k;:k,_,) Sn,. w sei die Fortsetzung der 


durch den Bewertungsring s gegebenen Bewertung von k auf k,. w sei so normiert, 
daß die Wertegruppe gerade die additive Gruppe der ganzen rationalen Zahlen ist. 
Da u Primelement von s ist, ist w(u) dann der Verzweigungsexponent von k, über k. 
Es gilt dann nach bekannten Sätzen der Bewertungstheorie (A,:k) Z w(u). Anderer- 
seits folgt aus yFi= u” für alle i: n-w(u)=n,- w(y,), wegen der Teilerfremdheit 
von n und n, also: n; teilt w(u) für alle i =1,...,r. Da aber auch die n; alle paarweise 
teilerfremd sind, erhält man: n, : n, teilt w(u), d.h. w(u) Zn,‘ n,. Zusammen 
mit (kA: k;_,) Zn, (kriko) = (kr: kr) (kı:k,) und (k,:k,) Z w(u) ergibt das: 
w(u) = (k,:k,) =n,'**n, und folglich (k;:k_,)=n; für alle i=1,...,r. Daraus 
sieht man schließlich, daß x}: — u” das Minimalpolynom für y, über k,_, ist. 

Das ergibt: k,=kl[r,,...,2,]/(u" —af',...,u"— ar). Da k, ein Körper ist, 
bedeutet das, daß das Ideal q/ in k[x,,..., x,] sogar maximal ist. q. e. d. 

Beweis des Satzes: S mit dem maximalen Ideal m bezeichne die Komplettierung 
von S. Nach Samuel [4] S. 50 Prop.1 ist $ ein endlicher Modul über einem regulären 
kompletten unverzweigten Stellenring A< S. Man kann diesen auf folgende Weise er- 
halten: Man wählt in $ einen Cohenschen Ring € (Samuel [4] S. 49). Ferner wählt man 
aus S ein System von Parametern %,,. . -, Ya mit y, = p im charakteristik-ungleichen Fall, 
wenn p die Charakteristik des Restklassenkörpers bezeichnet. Die y; bilden dann auch 
ein Parametersystem für S. Als Ring A kann man dann den Potenzreihenring über € 
in Yı, - - -, Ya im charakteristikgleichen bzw. in %,, . . ., 44 im charakteristikungleichen Fall 
nehmen. ( ist im ersten Fall ein Körper, im zweiten Fall ein kompletter unverzweigter 
diskreter Bewertungsring mit Primelement p. Betrachtet man im charakteristikgleichen 
Fall C {y,,... ., Ya} als Potenzreihenring in %,, ... ., %a über C {y,}, so hat man beide Male 
die gleiche Situation: A ist Potenzreihenring in %,,...-, Ya über einem kompletten 
diskreten Bewertungsring, dessen Primelement y, in $ liegt. 

n sei eine vorgegebene natürliche Zahl. Wir konstruieren ein Primideal vom Rang 
d—1 in m". 
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Auf $ über A läßt sich der Hilfssatz 2 anwenden. ! sei die dort angegebene natür- 
liche Zahl. Ferner trifft auf $ die Aussage von Hilfssatz 1 zu. Wir können also eine natür- 
liche Zahl i finden, so daß für die nach dem Korollar zu Hilfssatz 1 für S existierende 
Funktion r„(k) gilt: r.(i) Zn, weil ja r.(k) für wachsendes k nach Unendlich strebt. 
Das bedeutet: Liegt ein Produkt von höchstens 1? Faktoren in m‘, so liegt mindestens 
ein Faktor in m”. Das werden wir sogleich ausnutzen. 


Zuvor bemerken wir noch, daß A die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3 erfüllt. 
Zusammen mit der Tatsache, daß A Integritätsbereich ist, erhält man, daß die Ideale 


= (9:9) mt, =0, zen — Wi =2d..„kikml,...d 


sämtlich Primideale von A sind, wenn nur die Zahlen i, n,, ... ., na paarweise teilerfremd 
sind. Wir denken uns diese Zahlen so ausgewählt, und verlangen außerdem, daß alle n, 
größer als i sind. Es ist klar, daß sich diese Zusatzbedingung stets erfüllen läßt. Man 


hat dann: 
Pr <(Yı,-- -,Ya)' für alle k=1,...,d. 


p. hat den Rang d — 1. Man betrachtet nämlich die Primidealkette (0) = p,<p, << pa. 
Es ist offenbar p, #p,_, fürj=2,...,d; denn es ist p, #p, = (0) und die Ungleich- 
heit von p,,...,Pa folgt aus der im Beweis von Hilfssatz 3 gezeigten Tatsache, daß y, 
Nullteiler mod (y,, p,), aber nicht mod (y,,P;_1), 7 = 3, - - ., d, ist. Es folgt aus der Prim- 
idealkette, daß p, mindestens den Rang d— 1 hat. Außerdem ist aber p4 # (Yı, - - -, Ya), 
weil ja gilt pa < (Yı, - - -, 44)' und wir 0. B. d. A. annehmen können i > 2. Da (yı,- - -, Ya) 
das einzige Ideal vom Rang d in A ist, folgt somit rang (p.) =d —1. 


Nach Hilfssatz 2 wissen wir, daß in S über pa höchstens t Primideale liegen. Diese 
seien ®,, - - -, Bı, wobei nicht notwendig alle ®, verschieden sind. Wir zeigen weiter, daß 
alle ®; den Rang d— 1 besitzen: Zu der Kette p, <<». gibt es nach dem „going 
down‘‘-Theorem von [6] in S eine darüberliegende Kette PBu<'*"< Ba = Pı von 
Primidealen ®;, für jedes k=1,...,t. Da die p, alle verschieden sind, sind es auch die 
P;. für verschiedene j; genauer gilt: g,;€ P;, aber 4, P;_u für j=2,...,d. Daraus 
ergibt sich, daß der Rang von ®; mindestens d— 1 ist. Andererseits ist ®; + m, weil 
P, über p. liegt, also gilt rang (PB) =d—1. 


Da der Rang von p, gerade d— 1 ist, muß ein beliebiges Primoberideal von Ss: Pa 
entweder über p, liegen, oder es ist gleich m. Daraus ergibt sich, daß die ®, gerade die 
minimalen Primoberideale von Spa sind. Ihr Durchschnitt ist also das Radikal von 
S'Pa- 

Eines der ®; liegt in m": Läge kein ®, in m", so gäbe es in jedem ®, ein Element a,, 
das nicht in m" liegt. Wir betrachten das Produkt a: :&=(a, ::-a,‘. Das Produkt 


a, a, liegt im Durchschnitt der ®, und somit im Radikal von 5 - pa. Nach Hilfssatz 
2 liegt dann die Potenz ai --- at in Sp, und somit in m’, weil ja p, in (y1,- - -, y,)' < mi 
liegt. Nach Auswahl von i liegt dann aber einer der Faktoren a, bereits in m” im Wider- 
spruch zur Auswahl der a,. Also liegt eines der ®, in m”. Wir wechseln nun die Bezeich- 
nung und bezeichnen dieses eine Primideal mit ®.. 


Schneidet man die zu diesem ®, gehörige Primidealkette der oben angegebenen 
Art mit $, so erhält man in $ eine in m” gelegene Primidealkette: 


(()=pi << <p<cm". 








| 
| 
| 
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” Da die g,; nach Auswahl des Parametersystems in S liegen, gilt wieder: 


- q,€p;, aber q,€p;_, für j=2,...,d, 





: weil das für die entsprechenden Ideale in $ gilt. 
i Daraus sieht man, daß die p; alle verschieden sind, p, also mindestens den Rang 
d—-1 hat. Einen größeren Rang kann p/, aber nicht haben, also hat es genau den Rang 
d — 1. Weil n beliebig vorgegeben war, ist damit der Satz bewiesen. 
e 
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Some Groups of Transformations 
defined by Jordan Algebras. 1"). 


By N. Jacobson, New Haven Conn., U. S. A. 


It is well known that the Lie algebra of derivations of the exceptional Jordan al- 
gebra M? over an algebraically closed field of characteristic 0 or over the field of reals 
is the exceptional Lie algebra F, of Killing-Cartan and that the Lie algebra of linear trans- 
formations in M3 leaving a certain cubic norm form defined on M3 invariant is the ex- 
ceptional Lie algebra E, (Chevalley-Schafer [7], Freudenthal [11]). The program envi- 
saged in the present series of papers is the extension of these results and their group ana- 
logues to arbitrary central simple Jordan algebras. The present paper gives the definition 
of the groups and Lie algebras in the general case and gives their determination for special 
Jordan algebras with some restrietions on the base field. In a second paper we plan to con- 
sider the groups of automorphisms of arbitrary reduced exceptional simple Jordan algebras 
and in a third paper we hope to study the generalized groups of types E, which arise from 
these Jordan algebras. 


The starting point of our investigation is the theory of generic minimum polynomials 
for arbitrary strietly power associative algebras. We consider this in $1 where we obtain 
the main properties needed in the sequel. In $ 2 we specialize to the case of central simple 
Jordan algebras. We derive the generic minimum polynomials for these and we establish 
some further essential properties. The group L() for W central simple Jordan is defined 
to be the group of 1— 1 linear transformations in W leaving the generic norm invariant. 
The group G(W) is the group of automorphisms of W. We prove (under a small restrietion 
on the base field) that G(N) is the subgroup of L(N) of elements n such that 1” = 1 (Theo- 
rem 4). This and known results on groups of automorphisms of simple special Jordan 
algebras permits the determination of the Z(W) for the various types of central simple 
special Jordan algebras A (Theorems 7, 8, 9). 


For characteristic zero we define a Lie algebra 2(W) analogous to L(W) and we relate 
this to the Lie algebra (NW) of derivations of X. We have one general theorem (Theorem 5) 
on 2(W) which is based on an earlier result to the effect that the derivations of Yare inner 
in a certain sense (Jacobson [17]). We use this to obtain a more explieit determination 
of X(A) for the various types of special simple X (Theorem 6). 


The correspondence between the Jordan algebras and their groups of automorphisms 
is almost 1 — 1, that is, with few exceptions non-isomorphie algebras have non-isomorphic 
automorphism groups. This is not the case for the groups Z (N) (or the Lie algebras L(N)) 
and this is not surprising since only a part of the Jordan structure is used in defining Z(N). 


!) This research was supported in part by the Air Force Office of Scientific Research under contract 
AF 49 (638) 110. 














Jacobson, Some Groups of Transformations defined by Jordan Algebras. 1. 179 


In fact, when one takes this into account the connection appears to be surprisingly close. 
It is particularly noteworthy that the Jordan structure can be used to define some ‚‚rather 
large“ subgroups Z,(W) and Z,(W) of L() (ef. $3). The group /,,(N) eoineides with the 
reduced orthogonal group if X is a Jordan algebra of type D. The exact relation between 
the Z,(AX) and ZL(W) for the other cases has not yet been determined. 


In the last section we apply our results to obtain some similar ones for Lie algebras 
and to obtain the known structure of orthogonal groups in four dimensional spaces relative 
to quadratic forms with square diseriminants. 


$ 1. Generie minimum polynomial of a strietly power assoeiative algebra. 


In this section we extend the theory of the generic minimum (prineipal) polynomial 
of associative algebras to strietly power associative algebras?). The prineipal properties 
of generic minimum polynomials subsist; however, the proofs require substantial re- 
casting. Throughout this paper the term „algebra‘‘ signifies finite dimensional algebra 
over a field, containing an identity element 1, „‚subalgebra‘‘ means subalgebra containing 1. 
An algebra W is said to be power associative if the subalgebra generated by any «€ X is 
associative. If a” is defined as usual by a’ = 1, a* = a*-!a then power associativity is 
equivalent to: ara® = a’*’foraE€ NW, r, s non-negative integers. Let a€ W and let a’ be the 
first element in the sequence 1,a,a?,... which is linearly dependent on the preceding 
MNRDHERE. Then (1,a,...,a') isa aaa for the subalgebra A generated by a and 


‚2 ' then u,(a) =0. The polynomial w,(A) 





= Eher ‘. Hence if u,(}) = 4 


is nt the minimum polynomial of a u 4„(4) is a factor of any polynomial f(A) such 
that f(a) = 0. Let R, denote the right multiplication z> xa in X determined by a and let 
fa(4) be a characteristic polynomial of the linear transformation AR,. Then A is an inva- 
ro subspace relative to R, and A is R,-ceyclie with 1 as generator. It follows that the 
minimum polynomial u.(4) coincides with the characteristic polynomial of the restriction 


R, of R,to A. This implies that «,(A) is a factor of f.(A)?) 


An algebra X is strietly power associative if the extension algebra V, is power associa- 
tive for every extension field P of the base field D of W. Let A be strietly power associative, 
(u],...,Un) a basis for W over ©, &,...,&n algebraically independent indeterminates. 
Set P = ®(£) the field of rational expressions in the £, with coefficients in ®. The element 
x = Z£,u, of W, is called a generic element of A and its minimum polynomial m,(4) is 
called the minimum polynomial of the algebra W. Let f,(A) be the characteristic polynomial 
of X. If we caleulate f,(A) using the basis (u,) for W, we see that f,(A) is a homogeneous 
polynomial of degree n in the £, and A. Since m,(A) is a factor of f,(A) it follows from Gauss’ 
lemma that m,(A) is a homogeneous polynomial in the £ ‚and A. Hence we may write 


(1) m,(A) = A" — (8A ++ (— 1)" 0,8) 


where “ is a homogeneous polynomial of degree { in the $,. 

2 Our terminology here differs somewhat from the customary one given, for example, in Jacobson [13]. 
Thus we shall use “generic” element for “general” element and consequently we use ‘generic minimum poly- 
nomial” etc. for the ‘“principal polynomial” etc. 

3) ]f U is assoeiative — or even alternative — then w,(A) is the minimum polynomial of R,. This need 
not be the case in general. For example, let X be the Jordan algebra ©}, of m by m matrices relative to the Jor- 
dan composition a-b = } (ab + ba) and let e be an idempotent + 0,1in X. Then „,(A) = A? — A whereas the 
minimum polynominal of R, is (A — 4) (4 —]1). 

23° 
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We can write «+ = You(E)u,k=0,1,2,... where o,; is a homogeneous polyno- 


i=1 
mial of degree k in the £,. Since (1, x,..., 2”-1) is a basis for the subalgebra X of W, 
generated by x, one of the m-rowed minors of the matrix (o,), k=0,...,m—1, 
i=41,...,n, is not zero while all the (m + 1) — rowed minors of the matrices obtained 
by adjoining any row (Q,, - - -, 01) t0 (0,,) are O0. The equation m,(x) = 0 is equivalent 
to the following set of polynomial relations in the £;: 


m-1i 
> A\k-1 > 
om = EN trennen imho. un 
k=1 


Ka=F!x:weEN, the polynomial m.(}) obtained by specializing &,— x; in m,(}) 
is called the generic minimum polynomial of a. Since the above relations in the £, imply 
corresponding relations in the x; it is clear that m.(a) = 0. Hence m,(A) is divisible by 
the minimum polynomial w.(A) of a. The polynomial m.(4) is independent of the choice 
of the generie element. Thus let (v,, v3, .. ., %n) be a second basis and let y = 2&ı vi. 
Then v; = 2 ß,,u,, Pi; in P and y = 2 nıu: where n,; = F&ıßı;. It follows that m,(}) is 


obtained by making the substitutions &,— n; = 2&ßi, in the coefficients o,(£) of m;(A). 
This implies that m,„(A) is independent of the choice of the basis. 

We write m.(A) = A" — o,(a) A""' + ---+(— 1)”"om(a) and set 7(a) = o,(a), 
N(a) = om(a) and call these respectively the generic trace and generic norm of a. The 
degree m is called the degree of the algebra U. It is clear that m.(A) is unchanged on exten- 
sion of the base field ® of W. It is easy to see also that if ® is a subalgebra of W and 
a€® then the generic minimum polynomial m, (4) relative to ® is a factor of m,(A). 
We note also that all of our notions are the usual ones if V is associative (Jacobson [13], 
p. 111). 

If a is any element such that the subalgebra A generated by a is m dimensional then 
Ma(A) has degree m. Since u.(A) is a factor of m.(A), ua(A) = m.(A). We recall also that 
ma(}) = ua(}) is the characteristic polynomial of the restrietion of R, to A. The principal 
properties of generic minimum polynomials are given in the following theorem. 


Theorem 1. Let U be a finite dimensional strietly power associative algebra with an 
identity element and let m.(A), T(a), N (a) be the generic minimum polynomial, trace and norm 
of a, u.(A) the minimum polynomial of a. Then: 

(i) T(xa) = xT(a), T(a+b) = T(a) -- T(b). 

(ii) N(aa) = a”N (a), N(ab) = N(a)N(b) 


if a,b are in the subalgebra generated by a third element c.*) 


(iii) N(i1l—a) = m.(}). 

(iv) Ti)=m AMtli),=1i. 

(v) Every irreducible factor of m,(y) is a factor of u.(}). 

(vi) If n is an automorphism or anti-automorphism of U then man (4) = m.(}), 


Proof. The equations (i) and the first part of (ii) follow from the fact that T(£) 
is homogeneous of degree 1 in the &, and N(£) is homogeneous of degree m in the £,. To 








4) In the associative case the multiplicative property of the norm holds without restrietion (Jacobson 
[13], p. 114). One might conjeeture that in the general case it is sufficient to assume that a and b generate an asso- 
ciative subalgebra. 
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prove (iib) we introduce the field P = ®(£, n, Z) of the algebraically independent elements 
Ereee En No = + Nm &09 ++ &m-ı and consider the elements 


m-—1 -] 


n m 
x = zu, y=zn", 2 = zL,r 
1 0 0 


m—I m-—] m-—1 
in X». We can write „= I n42°, = Zur, (ya = FA,0, k=0,1,2,...,m—1, 
0 0 0 
where the 7x5, &xj, 4x; are polynoininals in the £, „ and £. Consider det (n,,;),det (£,,),det(A,,). 
If we specialize 7, =1, n, = 0 for j# 1 we obtain y* = x* so that det (n,,) specializes to 1. 
Hence det (7:;) # 0. Similarly, det (£,,) # 0. Also the specialization n, = 1, n; = 0 for 
#1, & =1, & =0 for i £0 shows that det (A,;) # 0. It follows that x, y, 2, yz all 
generate the same commutative and associative algebra X. Hence N (y), N (z), N (yz) are 
the determinants of the restrietions R,, R,, R,, of R,, R,, R,, to the invariant subspace X. 
Since X is associative R,, = R,R,; hence N(yz) = N(y)N(z) follows from the multi- 
plicative property of determinants. The relation (iib) now follows by specialization. In 
considering the left hand side of (iii) it is understood that Al — a is considered as an 
element if Wy.n- Let &,--..,&,, 4 be algebraically independent and let P=&#(£), 


x = Y£,u, X the subalgebra of W,generated by x. Then m,(A) is the characteristie poly- 
1 


nomial of the restrietion R, of R, to X and hence also the characteristie polynomial of 


the restrietion of R, to X>.,, the subalgebra of W,,,, generated by x. This is 
det (A1 — R,) — det Mia 
On the other hand, the subalgebra generated by Al — x is also X, ‚, so that 
det R,.„ = Mil—n). 


Hence m,(4) = N(A1— x) and (iii) follows by specialization. We next prove (ivb). We 
note first that N (a) = N (1)N (a) holds for all a by (iib). Hence either N(1) =1or N(1) =0 
and the latter implies that N(a) = 0 for all a. This will hold also for all extension fields. 
Hence m,(A) = 0 by (iii). This is impossible by the definition of m,(A). Hence (ivb) is 
valid. Next we prove (v). Let A be the subalgebra generated by «€ W. Since u.(a) = 0 
we have the relation #.(4) = (A1 — a)g(}, a) in the commutative and associative poly- 
nomial ring A[A]. We now interpret this as a relation in W,,, and we apply the multi- 
plicative property of N to obtain 


N (ua(})) = N(A1 — a)N (g(A, a)) 
— ma(A)N (q(A, a)). 


On the other hand, N(u.(4)) = u.(A)” by (iia) and (ivb). Hence m.(}) is a factor of 
4#a(A)”, which implies (v). Since the minimum polynomial of a =1 is A— 1, (v) implies 
that m, (A) = (A — 1)”. Hence T(1) = m which is the first part of (iv). Now let n be an 
automorphism or an anti-automorphism of WU. Then the linear extension n of n to W,, 
P=6(£) is an automorphism or anti-automorphism. Hence m,(A) = m,„(4). It follows 
that m,(A) = m,n(A). 

Corollary. (1) /f m.(A) has m distinct roots (in some extension field) then m.(4) = ua(}). 
(2) An element a is nilpotent if and only if m,(}) = Am. 

Both of these are immediate consequences of (v). 
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We shall call the diseriminant ö(x) of m,(A) the diseriminant of WA and we call A 
unramified if ö(x) # 0. An element a of W is unramified if ö(a) # 0. For such an element 
we have m,(A) = u.(}) since m,(A) has m distinet roots in its splitting field. 

The following theorem will be very unseful in determining the generic minimum 
polynomials of central simple Jordan algebras. 


Theorem 2. Let U be a finite dimensional strietly power associative algebra with an 
identity element and let m be the degree of W. Let I be any set of non-zero orthogonal idempotent 
elements of X. Then the cardinal number | I| < m. Moreover, WA is unramified if and only 
if there exists an extension field 2 such that W,, contains a set of m non-zero orthogonal idem- 
potent elements. 

Proof. Let e,, €3, - - -, er be non-zero orthogonal idempotents of W. If Ze; #1 then 

. r 


TR 


Ey: me, = 1 — Ze; is a set of non-zero orthogonal idempotents. Hence we may 
1 


assume that Ze; = 1. Choose r distinet a; (in an extension field, if necessary) and let 
a = &xıe. Then the minimum polynomial u,(4) = II (A —.x:) isof degreer. Hence r < m. 
Also, ifr = mthen u.(A) = m.(#) has m distinet roots. Then ö(a) # O and Wis unramified. 
Conversely, assume W is unramified and let 2 be the algebraic elosure of ®. Let a be an 
element of W, such that ö(a) # 0. Then m,(A) has m distincet roots and «.(A) = m.(}). 
It follows that the subalgebra A generated by a contains m non-zero orthogonal idem- 
potent elements. 

Remark. The argument shows that if e,, ... ., em are non-zero orthogonal idempotent 
elements then Ze = 1. 


$ 2. Generie minimum polynomials for eentral simple Jordan algebras. 


We suppose now that W is a finite dimensional Jordan algebra with an identity 
element. We recall the definition: the characteristic is not two and the product ab in V 
satisfies 

(2) a-b=b-a, (a-b)-a=a?-(b-a). 


It is known that W is strietly power associative; hence the foregoing results are applicable. 
lf & is an associative algebra & defines a Jordan algebra &* in which the multiplication is 
a-b ==} (ab + ba). Such algebras and their subalgebras are called special. For example 
if & has an involution J (anti-automorphism of period two) then the space H(E, J) of 
J-symmetric elements is a subalgebra of &*. Let e,,.... ., er be a set of non-zero orthogonal 
idempotent elements (e;-e,=0 if i #j) in W. Then we have the Peirce decomposition 
A= 59N;; where 4, = Au = {ni | eu = a} and for i </j, 
i<sj 
A; = {| 20; = da; = 00)- 


We shall call an idempotent e absolutely primitive if A,, = De, for the Peirce decomposition 
relative te, =e,, , =1—e. 

Assume now that W is simple and © is algebraically elosed. Then it is known that 
the identity 1 can be decomposed as a sum of non-zero absolutely primitive idempotents 
(Albert [1], p. 522, Jacobson [18]). Let e,,..., e,, be any such set of idempotents and 
let X = $W;; be the corresponding Peirce decomposition. Ifa€ Wthen a = Zaie: + Yaı, 


isj i<j 


where s;€ ® and a;;€ Wı,. Following Albert we define the reduced trace as T'(a) = 3a. 








fo 


De 
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Evidently 7’ (a) islinear. Also it is known that the symmetric bilinear form 7’ (a,b)=T’(a-b) 
is associative in the sense that 

(3) T'(a-b,c) = T'(a,b-«c) 
and 7’(a, b) is non-degenerate (Albert [1], p. 523). 

We now recall the results on the structure of central simple Jordan algebras over 
an arbitrary field (Albert [1], Jacobson and Jacobson [12], Jacobson [18], Schafer [21]). 
According to these if W is central simple then X is of one of the following types: 


A, A= €, E central simple associative. If 2 is the algebraic closure of ® then 
GC, = 2,, the algebra of m-rowed matrices over 2. 


Ay- A = H(E, J) where € is simple with center a separable quadratic extension 
of ® and J is an involution of second kind in €. If m > 1 then the enveloping associative 
algebra of X is €. Also the P-space PA spanned by is Eand E=A®P = X,. Hence 
extension of the base field of ® toP gives A, = E* for the Jordan algebras. 


B—t. A = H(E, J), € central simple associatiative with involution J (of first kind). 
The enveloping associative algebra of X is €. Also €, = Q2,, for 2 the algebraie celosure 
of Band J can be taken to have one of the following two forms in Q,:a’ = a’ ora’ =g!a'g 
where a’ denotes the transpose of a and g is any non-singular skew symmetric matrix. 
Then 9, is either the set of symmetric matrices or the set of symplectic symmetrie ma- 
trices (g'a’qg = a). In the first case X is of type B and in the second X is of type C. 


D. Let M be a vector space with a non-degenerate symmetric bilinear form (x, y) 
and let Y= ®1® M.Define a bilinear product in X so that 1is the identity and x-y=(x,y)1 
for x, yin M. Then Wis a Jordan algebra which is central simple if dim M > 1. 


The algebras A — D are special. Besides these we have 


E. The exceptional (non-special) central simple Jordan algebras. These are 27 dimen- 
sional and if the base field is algebraically closed then such an algebra V is isomorphic to 
the algebra of three-rowed hermitian Cayley matrices relative to the product composition 
a-b = }(ab + ba). 

In any Jordan algebra one defines {abe} =(a-b)-c+(b-c)-a—(a:-c)-b as the 
ternary product. Then {aba} = bU, where U, is the linear transformation 2R,?— R... EA 
is special then {abe} = $ (abe + cba) and {aba} = aba in terms of the associative multi- 
plication. Hence it is clear that we have the identity U,U,U, = U ,..,; in any special 
Jordan algebra. This identity has been verified also for the simple exceptional Jordan 
algebras (Jacobson [19]). Hence it is valid for any central simple Jordan algebra°). 

We shall now consider the generic minimum polynomials for central simple Jordan 
algebras. 

Theorem 3. Let W be a central simple Jordan algebra, m,(}), T(a), N(a) the generic 
minimum polynomial, trace and norm in. Then: 

(1) A is unramified. 

(2) T(a,b) = T(a:b) is a symmetric, associative, non-degenerate bilinear form. 

(3) N ({aba}) = (N (a)} N (b). 

(4) If Wisoftype A,,A = Et, E central simple then m,(}) for X is the same as m,(}) 
for & IF AU = H(E, J) if of iype Ay), Bor CandatE,bEH then aba€ 9 and 

N (a’ ba) = N(a’a) N(b). 

5) The validity of this identity for arbitrary Jordan algebras has been established recently by I. G. Mac 

Donald. 
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Proof. For the proofs of (1) — (3) we may assume the base field is algebraically 
closed. To prove (1) we shall show that on the one hand a generic element satisfies an 
equation of a certain degree m and on the other hand W contains m non-zero orthogonal 
idempotents. Then (1) will be a consequence of Theorem 2. Also it will follow that the 
equation obtained for the generic element x is m,(A). We shall show also that the idem- 
potents €,,...,€m are absolutely primitive and that 7(a) coincides with the reduced 
trace T’(a) determined by these. This will imply (2). We now distinguish the various 
types listed above. 

Type A. For ® algebraically elosed we have®=®,, W=9; and ©, has the 
usual basis of matrix units e,,i,j =1,..., m. The powers of an element a as defined in 
U are the same as its powers in ®„. Hence m,(4) is the same for X and for ®„. Then the 
Hamilton-Cayley theorem implies that a generic element of W satisfies an equation of 
degree m. On the other hand the ,; =e,, i=|],...,m, are orthogonal idempotents. 
Hence (1) holds and m.(A) is the characteristice polynomial of a€ ®„. The Peirce spaces 
relative to the e, are Wu; = Be, WU; = De; + De,,. This implies that the e; are abso- 
lutely primitive and that the reduced trace T’(a) = Zau for a = Za,;e;,. Hence 
T'(a) = T(a) and (2) holds. Since { aba } = aba and N (a) is the usual determinant, (3) is 
clear. Now let U = H (€, J) be of type A,,. Then if Pis the center of €, Y, = €*. Hence 
N (a) for a in W is the same as for a considered as an element of E*. Then 

N (a’ba) = N (a’) N(b) N(a) = N (a’a) N (b) 
as required in (4). 

Type B. We may take W to be the Jordan algebra of ordinary symmetric matrices 
in ®m, ® algebraically closed. Since the e,€W, (1) follows as before. The e; = e;, are 
absolutely primitive and the Peirce component W;; = ®(e;; + e;i). Hence (2) holds. Since 
N (a) is the usual determinant and a’ = a’, (3) and (4) are valid. 

Type C. We may take © algebraically closed, € = ®,, and a” = g!a’q where 


1 
(4) q=diag {u,...,u}, (5 a). 


The condition g-!a’qg = a is equivalent to (ga)' = — ga. Hence r—gx is a1 — 1 linear 
mapping of A = H(E, J) onto the space © of skew-symmetric matrices. Let x be a generic 
element of X and let m,(A) be the Pfaffian Pf(gA — gr). Then the leading coefficient of 
m;(}) is 1 and (m,(A)) = det (gA— ga) = (A1 — x) = f,(A) the characteristic poly- 
nomial of x. It is known that m,(x) = 0 (Jacobson [14] or [15]). Hence x satisfies an 
equation of degree m. An element a of ®,, can be considered as an m-rowed matrix («,,) 
with a,;€®,. The condition g’!a’qg = a is equivalent to a,; = a, = u"!a,, u. Hence the 
matrix e; such that au; = 1, and a,; = 0) otherwise is in $. The e; are orthogonal idem- 
potents. It follows as before that (1) holds and m,(A) is the minimum polynomial of x. 
The Peirce space W;;, = ®e, and W,, is the space of matrices such that a,, = 0 for all 
(k,l) # (i, j). Hence T’(a) = }t(a) where t(a) is the ordinary trace. Also since 


1z(4) = (m,(4))*, T(a) = }t(a). 
Hence if b€Ed,, and a€ H then N(b’ab) = Pf(b’gab) = Pf(ga) det b (Artin [4], p. 141). 
Also since Pf(g) =1, N(b’b) =det b; hence N(b’ab) = N(a) N(b’b). TE bEH, 
{ bab } = bab and N({ bab }) = N(a)N(b)?. Hence (3) and (4) are valid for type C. 
Type D. U = d1® M, Ma vector space with non-degenerate bilinear form (u, v). 
IEP=6(&, VA, =P®M, and if x is generic then x = &1 + y, yin M,. We set 


N (x) = &? — (z, 2), T(x) Tun 28, 








I a u 


and 


ift 
var 
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and we have r? — T(z)x + N(z) 1=0. Hence x is a root of m,(A) = A? — T(x)A + N (x). 
Assume ® algebraically closed and let u be an element of M such that (u, u) = 1. Then 
e, = (1 + u), e = 41 — u) are orthogonal idempotents. Hence (1) holds and m,(}) 
is the minimum polynomial of x. We can verify that the e; are absolutely primitive and 
that 7T(a) = T’(a). Hence (2) holds. Let ve Mand leta =x1+h, hin M. Then 


eU, — 2(v -a) nn = (x? — (h, h))r + 2(v, h)a 
AU, =a®=a®?1 +2ah + (h,h)i. 


Using the definition of N(a) =x?—(h,h) and N(a,b) =aß— (h,k) forrb=ß1-+k 
we see that 


(6) 


(5) 


vU„ = N(a)v—2XN(a, v)a 
AU,=— N(a)i + 2N(a, I)a. 


Direct calculation shows that N(bU,) = N(b)N (a)? for b = v and for b = 1. Hence (3) 
holds for type D. For later application we note if N(a) # 0 then (6) implies that 
U,= N(a) $S,$S, where $, for N(b) + 0 denotes the symmetry relative to the hyperplane 
orthogonal to the non-isotropie vector b (relative to N in W). 

Type E. We take ® algebraically closed, A = H(C,, J) the set of three-rowed 
hermitian Cayley matricee. Then W has three diagonal idempotents which are orthogonal 
and, as has been shown by Freudenthal ([11 |), a generie element satisfies a cubie equation 
m;,(4). Hence (1) holds and m,(}) is the minimum polynomial of x. Again it is easy to 
verify that T(a) = T’(a); hence (2) holds. It is known that if a and b are elements of U 
whose coordinates (relative to a basis) do not satisfy a certain pair of non-zero polynomials 
then the subalgebra ® generated by a and 5 is isomorphie to ®5 (Jacobson [19], Albert- 
Jacobson [2]). It follows that m,„() = m,„(4) for any e in ®. Hence (3) is a conse- 
quence of the same result for type A. 


$ 3. The groups G(A) and L(A). 


From now on X will denote a central simple Jordan algebra. We shall be interested 
in two transformation groups acting in W: G(W) the group of automorphisms of A and 
L(X) the norm-preserving (n. p.) group of X which we define to be the group of 1 — 1 linear 
transformations of A onto A such that N(a”) = N(a), a€EW. If n is an automorphism 
in X then m,n(4) = m,(4); hence N(a”) = N(a) and n€E L(N). Thus G(A) <= Z(W. 

We have defined the symmetrie bilinear form 7(a, b) = T(a-b) and we now define 
a trilinear form T(a,b,c) = T((a-b)-c)= T(a:(b-c)). Then 7(a, b,c) is symmetric, 
that is, unchanged under arbitrary permutation of the arguments. The symmetry of T(a,b) 
and T(a,b,c) implies that we have 


(7) T(a,b) = 3[T(a + b)® — T(a?) — T(b®)] 


(8)  Tfa,b,c) = 4[T((a + b + 0))— T((a + b)®)— T((a + c)°) 
— T((b + 0%) + Tfa®) + T(b%) + T(e)] 
if the characteristie is #3 (and # 2 as always). A function f(a, b,..., k) is said to be in- 
variant under the linear transformation n if f(a”,b",...,k") =f(a,b,...,%k). Then we 
have the following result. 
Lemma 1. A 1 —-1 linear transformation n of X onto X is an automorphism if and 
only if it leaves T(a,b) and T(a,b,c) invariant. 
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Proof. If n is an automorphism then 


T(a”, b") = T(a".b") = T((a-b)") = T(a-b) — T(a, b) 
and 7(a”, b”, c”) = T((a” -b”) .c”) = T(((a-b) -c)") = T((a-b)-c) = T(a,b, e). 
Conversely, suppose n is 1—1 in A and leaves T(a,b) and T(a,b,c) invariant. Then 
T ((a”  b") — (a, b)”, ce”) = T((a” - b"), c")— T((a - b)”, c”) 

— T(a”, b", ec") — T((a - b)”, c”) 
— T(a,b, c) — T(a,b, ec) 
= (0. 

Since n is onto and 7 is non-degenerate this implies that (a - 5)” = a” - b". 

The following theorem gives the relation between the groups G(N) and Z(A) under 
a small restrietion on the base field®). 


Theorem 4. Let A be a central simple Jordan algebra of degree m and assume ® is 
of characteristice #3 (and # 2) and ® has at least m elements. Then a I —- 1 linear trans- 
formation n of YA onto X is an automorphism if and only if 1" = 1 and N(a") = N(a), aEN. 

Proof. The conditions are obviously necessary. Now assume they hold and let 
o€®. Then N(oi — a”) = N((ol — a)”") = N(ol —a). Hence by (iii) of Theorem 1, 

0” — ala”) ET + +++ (— 1)" amla”) = E* — ala)" +++ (— 1)"om(a). 

Hence 

(o,(a") — o7(a))e""" +. + (— 1)" (omla”) — om(a)) = 0. 
Let 01, - - -, Om be distinet in ® and set o = 0, i =1,..., m, in the last equation. Since 
the Vandermonde determinant of the o; is not zero, the resulting system of equations 
implies that o;(a”) = o,(a) for i=1,...,m. Now let x be a generic element of W. Then 
Theorem 3 (i) and the proof of Theorem 2 imply that there exist orthogonal idempotent 
elements &, i=1,..., m, in a suitable extension algebra of W so that x = &’yie; where 
the y: are the roots of m,(}). Then 

T(x) = o,(2) = Zyi, 03(x) =2yıyn 03(2) = 2 vırı9m- 

Also x* = Zyfe, and T(a*) = Fyf can be expressed asa polynomial in the elementary 
symmetrie functions o,(x) with coefficients in the prime field. It follows from this that 
the relations o,(a) = o,(a”) imply that 7((a”)*) = T(a*). Hence T(a, b) and T(a, b, c) 
are invariant, by (7) and (8), and n is an automorphism, by Lemma 1. 

We proceed to single out certain subgroups of L(A) and of G(N) that are defined 
by the Jordan structure of X. We recall that an element a of a Jordan algebra with an 
identity (possibly infinite dimensional) is called regular with inverse b if a-b =1 and 
a®-b = a (Jacobson [18]). The inverse b is unique and a is the inverse of b. Also a* and b* 
are inversesfork =1,2,.... It is known that if a and b are inversesthen U, U,=1=U,U, 
U, = 2R,* — R,.) (Jacobson [18]). Conversely, the existence of an inverse of U, implies 
regularity of a. In fact, we have the stronger result that if 1 EAU, then a is regular. Thus 
the condition is that we have acin A such that {aca } = 1. Now consider the subal- 
gebra 8 generated by a and c. By a theorem of Shirshov-Cohn (Cohn [8], Jacobson and 
Paige [20]), & is special; hence 8 can be considered to be a subalgebra of an algebra E*, 
E associative. Then {aca} =1 becomes aca =1. Then ae = ca =.a-! in E. Hence 

b=a.-c=ac=catf 
and a and b are inverses in the Jordan sense. From now on we write a-! for the Jordan 
inverse. 


©) We have not been able to decide if this restrietion is really necessary. 
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If U is finite dimensional (which we assume again from now on) then a is regular 
in W if and only if a is regular in the subalgebra A generated by a. Hence a is regular if 
and only if #.(0) # 0. By Theorem 1 (v) this is equivalent to N(a) = m,(0) #0. Let A 
be central simple and let U(N) denote the set of regular elements. If a€E U(W), a, a* 
fork =1,2,...arein Il(W) and Theorem 3 (3) shows that if a, b € 1L(W) then { aba } € UN). 


Let a,,..„a,€E Wand set „= U,U,...U,. Then Theorem 3 (3) implies that 
N(b”) = N(b) IT N (a:)’. Hence if ITN(a:)? = 1, every N(a,) # 0 and every Un, has an 


1 
inverse a; '. Hence nis 1 — 1 of X onto A and N (b”) = N (b) for allbEX. Thus € L(N). 
The element a; "isin the vr generatedbya;;henceN (a: ') = her “Ipy Theorem1. 
It follows that 7 "= U, U, U, = Urt... U,» and ITN(a;')’=1. This im- 


u 7 

plies that the set L,(%) of mus N of the form n = U, a9. U „such that IT N (a)? = 

is a subgroup of L(). Similarly the set Z, (W) of operators of the form U, + U,, 

with IIZN(a:) =1 is a subgroup of L,(W). These define subgroups G:(A) = G(A) rn Li(W) 
1 


of the group of automorphisms G(N). 

We now consider the special case Y = ®1 + M of type D. The proof of Theorem 3 
shows that if N(b) #0 then U, = N(b)S5,$, where the $ are symmetries belonging to 
the orthogonal group O(N, N) = L(W). Set V, = N(b) "U, = $,$,. If Z is a rotation 
in W (relative to N) then the theorem of Cartan-Dieudonn& (Artin [4], p. 129) implies that 
there exist an even number of b,i =1,...,2», in X such that N(b,) #0 and 

=. I 
If o is any orthogonal transformation then 0" S,o = S,P. It follows that 
(9) L =. (5, S,,5,519%,) (5, So Ss 199,,)- 


V,,,„ which shows that the V, generate the rotation 


-191 
Hence = Vs, Vi," NYin,_ı5 
group. We recall that the rotations 5,8%, ... Sys, such that 7 N (b;) is a square in ® form 
a subgroup O0’ (X, N) of O(WX, N) called the reduced orthogonal group (Chevalley [6], p. 52, 


Artin [4], p. 194). It is known that 0’ contains the commutator group. We shall now 
show that 0' — L,(W. First let {= 84, 85, €0', so that IIN(b)) = B*, B€®. Then 
.r 1 


- 


u Vans V,. 2: Vu. F 2, o U,s, 0, be Un,-18ı U, = U, Uss, 2 U, and 
N(B-")N(bS,)---N(b,,) =ß'"ß=1. Hence ZEL,(N). Conversely if {= U,, «U, 
with IIN(b) =1 then Z=V, N, = 95,91, €0'. 

Because of the equality O0’ = L, (N) for W of type D it is natural to call Z, (W) the 
reduced n. p. group of A and G,(X) the reduced group of automorphisms for any central 
simple W. 


r 


$ 4. The Lie algebras G (9) and L (A) . 


We consider now the Lie algebra analogues of the groups G(N) and Z(N)?). Through- 
out this section we assume the characteristic is 0. 

Let &") denote the vector space of symmetrie m-linear forms defined on a vector 
space W and let 2 be the Lie algebra of all linear transformations in W. IF AE%, A induces 
m linear transformations A: in &® defined by 

(10) Ylan: 3 aA, = ya, A 


?) These Lie algebras are the Lie algebras of the algebraice groups @ (A), L(W) as defined by Chevalley in [5]. 
24* 
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a, in 2. The mapping A > A: is a representation of 2. Also [A:B,] = A: B, — B,A: = 0 
if i #j. Hence A> A* = 5A: is also a representation of &. We call y€ &" a Lie in- 
1 


variant of A if yA* = (0. The subset of 2 having y as Lie invariant is a subalgebra of %. 
We introduce the field P = ®[[t]] of formal power series in ? with coefficients in ® 
and we consider the space W,. For A in 2 we define 


ti? A? 
(11) erpA=14M+ rt 


as a linear transformation in YA, and we can prove 

Lemma 2. Let y(a,, .. ., am) € S"" and set y(a) = y(a,...,a). Then the following 
conditions are equivalent: 

(1) ylaı,-..,@m) is a Lie invariant of A. 

(2) y(aexptA) = y(a). 

(3) y(a +taA) = y(a) (mod ??). 

Proof. Let A* = A, +: ::+ Am as above. Since [A:A,;] = 0 for i #), 


exp tA* = (exp tA,) --- (exptAn) 
and y(a,, - - -, 4m) exp tA* = yl(a, exptA,..., dm exp tA). On the other hand, 
Y (Ar, - -, Am) exptA* = yla,,.. .,Am) +1y (a,,:--,am)A* + 2 Y(A1,...,Am)(A*)? + ---. 
Hence y(a,,..., 4m) is a Lie invariant of A if and only if 
y(a,exptA,...,AmexptiA) = y(a,,-.., Am). 


The last condition implies that y(aexptA) = y(a). Hence we have the implication 
(1) > (2). Now the multilinear character of y (a,,... ., @m) and the definition of y (a) imply 


that y(aexptA)=yl(a+ttaA+ - aA? + ---) = y(a + taA) (mod t?). Hence (2) — (3). 


Also we have 
y(a+taA) =y(a+taA,a+tak,...,a+taA) 
= yl(a) +tylaA,a,,...„a)+ty(a,aA,...,a) 
+tyla,...,a,aA) (mod ??). 


Hence if (3) holds then y(aA,a,...,a) + yla,aA,...,a)+:::+yla,...,a,aA) =. 
Since the characteristie is 0 this implies that y (a,, . . -, «m)A* = 0. Hence (3) — (1) and 
the proof is complete. 


Now let A be a central simple Jordan algebra and let N(a) be the generic norm 
in W. The function N (a) is obtained from the homogeneous polynomial N (x). We polarize 
to obtain 

+ 1 r r . A 
N (a,,..., 4m) = [N (aı 7 + am)— 2 Nla+ ++ dt: + am) 
+3 Na +. +dt+:+4+:+am)— + (—- 1)" 12 N(a)] 
i<j i 
where ä indicates the omission of the argument a. Then N (a,,...., @m) is symmetric and 
multilinear and N(a,...,a) =N(a). If n is an automorphism then 


Nie ,:.:„@) = Nlau:..,.@m)- 








m. 9 m 3, 


ar 


for 
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We shall now consider two Lie algebras defined by X: the Lie algebra G&(N) of 
derivations in WX and the Lie algebra L2(N) of linear transformations A in X having 
N(a,,:...,@4m) as Lie invariant. 

Lemma 3. L2(W 2 G(N) and an element A of L{N) is in G(N) if and only if 1A = 0. 

Proof. It is easy to see that A is a derivation if and only if exp iA is an automor- 
phism in W,,P = ®[[t]] (Chevalley [5], p. 154). Also 1A = O if and only if I(exp tA) = 1. 
The result therefore follows from Lemma 2 and Theorem 4. 

Lemma 4. /f AEL(N) then T(1A) = 0. 

Proof. By Lemma 2, N(1 + 1(1A)) = N(1) (mod t?). On the other hand, by 
Theorem 1 (ii), N(211 — 1A) = m, (4) = Am — T(1A)Am-ı +... + (— 1)" N (1A). 
Hence N(1 + t(1A))=1 + T(1A)t (mod 1?) and T(1A) = 0. 

Lemma 5. R,EL{N) ıf Ta) =. 

Proof. We prove first that for any aEN, 


(12) exp (2R,) = Uorpia: 


Thus let 5 be any element of W,,P = ®[[t]]. By Shirshov-Cohn, the subalgebra & gene- 
rated by a and b is special. Hence we may assume that a and bare in an associative algebra 
and that R, = (a, + a,) where a, and a, denote the associative right and left multi- 
plications determined by a. Then 


bexp2tR, =bexpt(a, + a,) =bexpta, exp a, = b (exp ta)„(exp ta), = bU egpta s 
which proves (12). Now suppose T(a) = (0. Using = for congruences (mod {?) we have 
N(b+tb-a)=N(b + 1tbR,) = N(b exp tR,) 


NOV gpzu) = N(b) N (exp Ha)? 
N(b) (N(1 + %ta))%. 


I 


(13) 


The argument used in the proof of Lemma 4 shows that 7 (a) =0 implies that N(1-+ ta) =1. 
Hence (13) implies that N (b + tbR.) = N (b). The result now follows from Lemma 2. 


Corollary. For any a in W, N(expta) = exptT(a). 
Proof. We write «=a1 + b where x = = T(a) and T(b) =0. Then 
m 


exp ta = exp tx exp ib 


and 
N (exp ta) = (exp tx)" N (exp ib) = (exp tx)” = exp mtx = exp T(a). 


It is known that if A is a semi-simple Jordan algebra then the derivations of W are 
inner in the sense that they have the form D= 5 [R.,Ro,], ai, bi in A (Jacobson [17 ]). 
1 


Thus xD = FYA(a;, x,b:) where A(a, x, b) is the associator (a-z)-b—a-(x-b). It is 
clear that we may take 7(a:) = 0 = T(b;) in the formula. We can use this result on the 
form of the elements of G&(A) to determine the elements of 2(W). The result is the following 


Theorem 5. Let A be a central simple Jordan algebra of characteristic 0 and let 
N (a,, .. ., 4m) be the multilinear form corresponding to the generic norm N (a) in. Then 
a linear transformation A in WA has N(a,,..., 4m) as Lie invariant if and only if A has the 


form R. + SIR,R,] where T(a) = T(aı) = T(b.) =. 
1 
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Proof. If T(a) = 0 then R,€EX(W) by Lemma 5. Hence AR, + Z[R,R,]€ LM) 
if T(a) = T(a,) = T(b,) =0. Conversely, let AEL(N). Then T(1A) = 0 and A, for 
a — 1A isin L(N). Then D = A — R,EX(N) and ID = 0. Hence D is a derivation and 
D = E[R,,R,,]. Consequently A is of the required form. 

KA= Bl + Misoftype Dand N(a) =a?— (h,h)fora=al+h, hEM then 
N(a,b) = aß — (h, k) for b = ßl + k. Then L(N) is the Lie algebra of skew symmetrie 
linear transformations in W relative to N (a, b). The theorem states that X(N) is generated 
by the A, with T(a) = 0. Since T(a) = 2x this states that 2(W) is generated by the 
R,, hin M. This can be verified directly. For the remaining special central simple Jordan 
algebras, Theorem 5 can be used to obtain an explieit determination of 2(W). This is done 
in the following theorem, in which we assume that the degree m > 2. 


Theorem 6. (1) Let & be a central simple associative algebra. Then a linear trans- 
formation A in & belongs to L{N) for U = E*+ if and only if A has the form b} + c, where 
b,c€& and T(b) = T(e) =. 

(2) Let & be a central simple associative algebra with an involution J (of first kind) 
or a simple algebra over a quadratic extension P of ® with an involution J of second kind 
and let X be the Jordan algebra $(E, J). Then a linear transformation A in U belongs to 2 (N) 
if and only if A has the form b„ + (b’), where b€E & and T(b) = 0 for the generic trace T 
defined in &*. 

Proof. The last theorem shows that AEL(N) if and only if 

A=R.+ Z[R,.R:, 


a,a;,b; in A and T(a) = T(a,) = T(b) =0. Now R, = 4a, + a,). Hence 
A = az + a,) + 4.8 (la;rb;r] + la;bir]) = (ur + ur) + (tr — v7) 

1 1 
whereu=taand =} y[ab,]. FE A=C* as in (1) then A=b,„+ c, where 

1 

b=zu+vce=u—v 

and 7(b) = T(c) =0 since T(fa:bi]) = 0 by the well-known property: T(ab) == T(ba) 
in the associative algebra E. CGonversely, if b and c are elements of E such that T(b)=T(c)=0 
then we can write b=u+r,ce=u-— v with T(u) = T(v) =0. Then vr = 4 Fla:b;] 
for suitable a;, b; such that 7(a:) = T7(b:) = 0. This is clear since the Lie algebra of ele- 
ments of trace O in E coincides with its derived algebra. It follows that A = b, + c, is 
in L(W. E A=H(E, J) as in (2), A=bdb,+c, wheredb=u+r,ce=u— v and 
v = LE [aıbi] is J-skew. Hence ı” = — randc = b’ so that A has the form indicated. 
Since T(a) as defined in X is a multiple of 7(a) as defined in & we have 7T(b) = T(c) = 0 
as in (1). The converse that any A of the form indicated is in 2(W) can be proved by re- 
tracing the steps, as for the proof of (1), making use of the known result that any J-skew 
element of trace O0 has the form F[a:b;], a:;, b: in H(E, J). 


$ 5. Determination of the groups L (A) for (U) special. 


The group of automorphisms of the special central simple Jordan algebras are well- 
known (Ancochea [3], Jacobson [16])®). The prineipal results are that if A = E*+ is of 
type A, then the group of automorphisms G (A) is the group of automorphisms and antıi- 
automorphisms of the central simple associative algebra €. If A = H(E, J) is of type 


8) More general results of this type have been given by Herstein. In these, finite dimensional simple algebras 
are replaced by simple rings. 








en 





| ee u 
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A, B or C then every automorphism of A can be extended to an automorphism of the 
associative algebra €. It follows that G(X) is the subgroup of the group of automorphisms 
of € consisting of the automorphisms which commute with J. If we use the fact that the 
automorphisms of a central simple associative algebra are inner we can obtain more ex- 
plieit results as follows: for E* of type A, the automorphisms are of the form r— a 'r’a 
where « = 1 or o isa fixed anti-automorphism of €. EA = H (€, J) where J is of second 
kind and the center of € is the quadratic extension P over ® then the automorphisms of 
A have the form x — a-!x’a where o = 1 or o isa fixed anti-automorphism of A over P 
commuting with J and a satisfies a = al, ain®. FA = H(E, J) where J is of first 
kind then the automorphisms are r— a 'ra where a’a == x1,x in ®. We shall use these 
results together with Theorem 4 to determine the norm preserving groups /(N). From 
now on we shall make the same restrietion on ® as in Theorem 4: the characteristie is 
unequal two or three and ® has at least m elements where m is the degree of X. We note first 
that if © is infinite and 7 € ZL(W) then the linear extension n of n to W,, 2 anv extension 
field, is in Z(W,). This is clear since the relations N (a”) = N(a), a€ W imply the poly- 
nomial identity N(x”) = N(x) for the generie element x. 
We consider first the algebras of type A, in the following theorem. 


Theorem 7. Let E be a central simple associative algebra. Then the norm preserving 
group L(&*) consists of the mappings > arb where o =1 or o is a fixed anti-auto- 
morphism of &E and N(ab) —=1. 

Proof. Let ne L(&*) and set 1” =g. Then N(g) =1 and g,„€ L(E*). Since 
eng; € L(€*) and 1? =141, Zis an automorphism (Theorem 4). Hence the result on 
the form of the automorphisms of E*+ implies that n is of the forın 2x — aa”b as stated. 
The converse that any mapping of this form belongs to L(€*) is clear. 

We consider next the Jordan algebras H(€, J) of type A,,. Assume € has an anti- 
automorphism o over P, P the center. Then oJ and Jo induce the same automorphism 
in P. Hence there exists a regular element c in € such that 2” = cı”” ce"! for all x in €. 
Then x° = (e’)"!x’°’e’ and substitution of x” for x in the first relation gives »" =cr’c'. 
Hence #° = ()"!cex’e"'e’ and €” = yc for some y inP. It follows that yy” — 1 and con- 
sequently there exists a ö inP such that y = ö(ö”)"'. Then if wereplace c by öc we obtain 
(öc)” == Öc. Hence we may assume that 


(14) = ee, =ec. 


Let zeA = H(E, J). Then ca” = x”c = (cx’)’ and z> cz” is a1 — 1 linear mapping 
of A onto itself. We have seen that the generic norm defined in W is the restrietion of the 
corresponding function for E+ and since the latter is the same as for the associative al- 
gebra & we have N(cx”) = N(c)N (x). It follows that if a and y in © satisfy 


y"N(a’a)N(e) =1 


m the degree, then r— ya” (cx’)a is in L(W). If o commutes with J then we may take 
e—=1 in (14). Then x— ya’ x’a is a mapping which belongs to L(W). We can now prove 
the following result. 


Theorem 8. Let U = H(E, J) where & is simple assocıative with center P and J ıs 
an involution of second kind. Then the elements of I,(UX) are the mappings x > ya’ (cx’)a 
where y&®, y"N(ce)N(a’a)=1 and either o—=1, c=1 or o is any anti-automorphism 
of &E wer P and e is an eleinent of E satisfying (14). 

Proof. Suppose first ® is finite. Then € =P,„ the algebra of m-rowed matrices 
over P and the involution J has the form x t-!x’t where 0 o is the automorphism 
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different from the identity in Pand ?' = t. We can replace t by u'tu where u is non-sin- 
gular. Since every element of ® is a norm of an element of P it follows that we may take 
t — 1. Then W is the Jordan algebra of ordinary hermitian matrices in P». Let n€ L(N). 
Then g = 1" is a non-singular hermitian matrix and there exists a b such that g = b"b = b’b. 
Sinee N(g) —1 the mapping &:x—b’xb is in Z(N). Hence „LTE L(X) and 17" 1. 
It follows n{-'! is an automorphism of W. The form of the automorphisms of X implies 
that either x” = ya’ xa or x" = ya’ z"awhere a€ E, y€ ® and r isan anti-automorphism 
of € over P which commutes with J. In the latter case, if o is any anti-automorphism 
of & over P then there exists a d such that x" = d°'x”d. Hence 


x" = ya’d’'x’da = y(da)’(dd’) 'x’(da). 


Then e = (dd”)"! is in X. Moreover, if zEN then cr’ EX: hence ca” = cr” = a” ec. U 
follows that ca” =: x”’c holds for all x in €. Thus (14) holds and we have the required 
form for n using the anti-automorphism o. 

Now assume © is infinite and let n€ Z(W). Since E* = W, the linear extension 7 
of to A, is in Z(E*). Hence, by Theoren: 7, there exist elements a, b in E and a o such 
that x” = bx’a where either o =1 or o is any anti-automorphism of E over P. Assume 
first that oa = 1 and let zEW. Then 
nd Jr 


bxa = x" = a" = a’xb’ and za(b’) '=b'a 


for all x in W. Setting x = 1 gives a(b’)"" = ba”. Hence b'@’ commutes with all x in A 
and hence with all x in €. This implies that b = ya” for some y in P. Also 


yız b’'a’ = atlb’)-!, 


so that y€®. Then x" = bra = ya’xa Next assume o is an anti-automorphism in & 
over P. Then we have x” = br’a = a’(cx”)a where e = (a’)"'b. Then ca’ EX for x in. 
In particular, if x = 1, then we obtain c€ W. Then the condition that ex’ € X gives (14). 
The relation y"N(c)N(a’a) =1 follows from N(1”) =1 and the converse that any 
mapping of the form indicated belongs to L(W) has been proved above. 

We turn next to the algebras VW = H(E, J) oftype B and C. Here € is central sinple 
over ® and J is an involution of first kind. Let P be a Galois splitting field for E; hence 
G,. —=P.,- The linear extension J to E, =P,, is an involution and hence it has the form 
z—t!rtwheret! = +t. Ift! = —-t!then we may take ti = gas in (4). If! = + then 
if we adjoin suitable square roots to Ptlien we may assume f = 1. Hence we may suppose 
that J is either the involution > x or x—> q’!'x’ginP,„. Thnpw—=-A8P=N, is either 
the setofordinary symmetrie matrices in Pm or the set of matrices satisfying«’ =q 'a'y=.a. 
Let G be the Galois group of P over ® and let (u,,.. -, 4.) be a basis for \ over ® and 
hence for A, over P. If «€G then o defines an automorphism S,: Fo,u,> I ofu; of, 
over ®. Similarly, 5, : TE, e,— IE; e,, where ihe e,, are the matrix units, is an auto- 
morphism of P„ over ®. Since the eoordinates of q are in ® it follows that in both cases 
(= 1,t=g) $’, ceommutes with J and hence induces an automorphism in W,. Since $, 
and S’, have the same effact inP, S;'S’, is an automorphism in W, over P. Hence there 
exists an m,€ P,„ such that 


u: oh u 
(15) 2 Wen. m,'rm, m! m, = us}. 


EN,, u,EP. An element x of A, is in X if and only if 2° = x for alle in G. Henke 
zEN ıf and only if x 


(16) x” — m;'xm EG. 








m 
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Let &* denote the subset of P,, of elements y satisfying y’” =m;' ym,, #€G. Then 
E* is a ®-subalgebra of P„ containing the enveloping algebra € of W. On the other hand, 
let b,,...,d, be elements of C* and let o,,...,o,€P. Then m,(L£o,b,)”"m;' = Forb,. 
Hence we can use the usual length argument to prove that if the b; are P-dependent then 
they are ®-dependent. Since E, = P,, this implies that E* = €. Hence € can be charac- 
terized as the totality of elements x of P„ satisfying (16). It follows readily from (15) that. 
there exist u,, in P such that 


(17) mu = 6 Mr 


We are now ready to prove the following result. 


Theorem 9. Let U = H(E, J) where & is a central simple associative algebra and 
J is an involution of first kind. Then the elements of L(W) are the mappings x — ya’ 
yed, a&& and y”N(a’a) =1, m the degree. 

Proof. Assume first that ® is finite. Then necessarily A = ®„ and # = t!«’t 
where !' = + t. The matrix t can be replaced by any other matrix which is cogredient 
to a non-zero multiple of t. Hence if ! = —t then we may take t = g as in (4). It is well 
known that any two non-singular symmetrie matrices with coefficients in a finite field 
are cogredient if and only if their determinants are in the same coset modulo squares, 
It follows that if m is odd then we may take t = 1 and if m is even then either t =1 or 
t is any symmetric matrix such that det t is a non-square in ®. 

Case 1. t=qg=—g. Let n€E L(N) and let 1” = gEN. Then (gg)' = — gg. Hence 
there exists a c such that c’ge = gg. Thus @c =g = 1". Consequently, the mapping 
£:2> ce’ xe is in L(W) and 1? = 1”. Then n{”" is an automorphism and the result follows 
from the form of the automorphisms of W. 


xa where 


Case 2. t=1. Set 1" = g. Then g’ =g, det g = N(g) = 1 so that there is a ce such 
that @c=cce=g. The result follows as before. 

Case 3. t has the property that det t is a non-square. Then g = 1” satisfies (tg)’ = tg 
and since N(g) = dett = 1, det ig is a non-square. Hence there exists a c such that c’te =tg. 
Then c’e = (t-!c’t)e =g and the usual argument applies. 


Now let ® be infinite and let P,G, o, m, etc. be as above. If n€ L(W) the extension 
of nto A, isin Z(W,) and 


g=41"= dd, dePp,. 


The standard argument then shows that x” = e* ze for ce in P„°). Since the automorphism 
S,, commutes with the involution J we have x”°% = (cs) zo cs. I z EA, 2" € U and 
we have, by (16), that x°” = m;'xm, and x"°s = m;' x"m,. Hence, by (15), 


(18) x" = (m,cem;')’ x(m,cem5;'), EG. 


J 


Comparison of this with x” = ce” xc implies that cs = o,m;'cm, for o, in P. Then, using 


(17), we obtain 


)"'m;'cm,m?* 
-1 
Mi CM: 


T 


’ 


04: = 050, and, by Noether’s lemma, there exists a ö in such that o, = d’ö°!. 


Hence o 0 
Then c*” = o,m;'cm, = ö"ö"'m;'em, and (ö"!c)°” = m;"'(ö"!c)m,. This implies that 


?) We may assume that P is large enough so that the formula reads x7 = cJxce rather than «7 = y eJxc, 


yinP. 
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a = ö!eisin E and we have x” = ö?a’ xa. Since a, x, a’, a” € € it followsthat y = SE ® 
and » has the form indicated. The condition y” N(aa”’) = 1 and the converse are clear. 


$ 6. Variations and econsequences. 


(1) The generie norm X (a) is said to be seminvariant for a transformation n of A 
if N(a”) = oN(a), ae, o a fixed element in ®. Similarly, N(a,,..., @m) is Lie semin- 
variant relative to A if 

N (a,,...,4m)A* = N(a,A,a,,...,@m) 

+ N(a,a,A,...,Aam) ++ Nl(a,,...,@Am_1,AmA) = 0oN(a,,.. ., Am), uEN, 

o fixed in ®. The proofs of Theorems 7, 8, 9 can be modified to give the determination 
of the 1 — 1 linear transformations n of A having N as seminvariant. The results one 
obtains are of the same form as Theorems 7, 8, 9 with the modification that the norm 
eondition N(---) =1 has to be replaced by N(---) #0. We leave the details to the 
reader. If A is a linear transformation in W having N(a,,..., 4m) as Lie seminvariant 


then A — - ol € L() (characteristie 0). It follows from this that Theorems 5 and 6 yield 


corresponding results for seminvariants: One just has to drop the trace conditions 7 (a) = 0, 
etc. in the statements. 

(2) Dieudonne [10] has proved that the 1 — 1 linear mappings of ®„ which map 
the cone N(x) = 0 into itself are the mappings r— axb and > arb where N(ab) #0. 
This result implies Theorem 7 for the special case A = ©}. Dieudonne’s proof is based 
on the theory of simple associative algebras and it holds for any characteristic and car- 
dinalty of ®. On the other hand, his condition can not be used for general A = C* since, 
for X a division algebra, the cone N(z) = 0 reduces to the point 0. If the base field is alge- 
braically closed of characteristie not two or three then our method yields Dieudonne’s 
result and analogous results for the algebras of types B and C. We consider the latter case. 
Here X is either the set of ordinary symmetric matrices in ®„ or the set of matrices satis- 
fying q!a’qg =a,gq' = —.q. Since the base field is algebraically closed, any non-singular 
element of W has the form ec (C = ec’ or € = g”'c'g) with e non-singular. Hence if nis 
a 1 — 1 linear mapping of WA onto A which maps N = 0 into itself then we can multiply 
n by (c’);'cz' to obtain a mapping satisfying the same condition and having the further 
property that 11. Hence we may assume that 1” = 1. Let ö(x) be the discriminant 
and let a be any unramified element of A (ö(a) # 0). Then m.(A) = u.(A) has m distinet 
roots 09,2 —=1,..., m. Since ® is algebraically closed these are in ®. Since N (1 — a) =(), 
N (0,1 — a”) = 0; hence o: is a root of m,n(A). It follows that m,n(A) = m,(}) for alla 
such that ö(a) # 0. Then m,»(4) = m,(#) for alla and n is an automorphism. The form 
of these implies that any 1 —1 linear transformation leaving the cone N (x) = 0 invariant 
has the form z—>a’xa, N(a) # 0"). 

(3) Let © be the space of 2m-rowed skew symmetric matrices and let qg be the skew 
symmetric matrix given in (4). Then the mapping x— gx is 1 — 1 of linear& onto the Jordan 
algebra A = H(®,,, J) where x’ = g’!r’g. Also we have seen that N(gs) = Pf(s) for 
s€ ©. We can now apply Theorem 9 to obtain the following result: A 1 — 1 linear mapping 
n of & onto © has the property Pf(s”) = Pf(s) for alls€ © if and only if n is of the form 
x ya’ xa where y” det a = 1. If the characteristic is zero then we can define a multi- 
linear form Pf(s,, . . -, sm) by polarizing Pf(s) and we can use Theorems 5 and 6 to deter- 
mine the linear mappings of © into © which have Pf(s,,..., sm) as Lie invariant. 


10) The method is applicable also to the space of hermitian matrices over a real closed field. 
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Similar results hold for the Lie algebra ® of the symplectic group. Here ® is the set 
of matrices v such that g°!v’g = — v where g is as usual. We have the 1 — 1 linear 
mapping 2 —gx of ® onto the Jordan algebra of ordinary symmetric matrices. 


(4) Let & be a (generalized) quaternion algebra with basis (1,:,7/,ij) such that 

2? = al, 2? = Pl,iij=—ji,oß AO. re =&, + £&ii + &j + Elij) then 
Na)= KH —PE+ aß 

is a non-degenerate quadratic form and ZL(&*) is the orthogonal group O(E, N) in the 
space & relative to N. The diseriminant of N is (x)? a square. Conversely, if N is any non- 
degenerate quadratic form with square discriminant a multiple of N can serve as the generic 
norm in a suitable quaternion algebra; hence the groups L(E*) are exactly the orthogonal 
groups of quadratic forms of this type. Our results give the structure of these groups. 
Thus let U denote the multiplieative group of non-singular elements of E. Let ® be th« 
subgroup of U ® U of elements (a, b) with N(ab) — 1 and let Z be the subgroup of elements 
(A,a-!l),a A0in®. If (a,b)EW then x—arb is in L(E+) and such a mapping is the 
identity if and only ifa=a1,b = a-!1. It follows that we have a canonical isomorphism 
of L(&E+) =O(E, N) with ®/3. We can use this isomorphism to determine the structure 
of the commutator group 2(E, N) of O and of the reduced orthogonal group O’(E, N) 
(cf. Artin [4] p. 203, Dieudonne [9], p. 57). 
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Ein Satz zur Galoistheorie in Schiefkörpern*). 
Von Reinhard Bortfeld in Celle. 





Zusammenfassung 


N. Jacobson [2] und H. Cartan [1] haben 1947, unabhängig voneinander, die Haupt- 
sätze der Galoistheorie auf Schiefkörper erweitert, wie sie in $ 1 zusammengestellt sind. 
In der vorliegenden Arbeit wird ein weiterer Satz aus der kommutativen Galoisthorie auf 
Schiefkörper übertragen. 

Wenn der kommutative Körper E eine endliche zyklische (galoissche) Erweiterung 
des Körpers D ist, so ist E eine endliche zyklische Erweiterung eines jeden Körpers 
zwischen E und D. Dieser Satz ist trivial, weil jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe 
wieder zyklisch ist. 

Die adäquate Übertragung des Begriffes ‚Der Körper E ist eine endliche zyklische 
Erweiterung des Körpers D“ auf Schiefkörper wird lauten: ‚‚Der Schiefkörper K hat über 
dem (Schief-)körper Z endlichen Rang, und Z ist der Invariantenkörper eines Auto- 
morphismus » von K“. Nun hat aber bei Schiefkörpern die Galoisgruppe von ÄK über L 
im allgemeinen nicht endliche Ordnung und ist auch im allgemeinen nicht zyklisch. 
Deshalb kann man hier nicht ebenso trivial wie im Kommutativen auf die Zwischen- 
körper schließen. 

In der vorliegenden Arbeit wird der folgende Satz bewiesen: Sei X ein Schiefkörper, 
dessen Zentrum unendlich viele Elemente hat; sei ferner » ein Automorphismus von K, L 
dessen Invariantenkörper, und sei der Rang von K über Z endlich. Dann ist jeder Körper 
zwischen X und Z Invariantenkörper eines Automorphismus von K. 

Für den Fall des endlichen Zentrums wird ohne Beweis ein Kriterium angegeben, 
das aus der Struktur des Vertauschungskörpers von ZL und aus der Struktur der Galois- 
gruppe von K über Z zu entscheiden gestattet, ob jeder Körper zwischen X und Z In- 
variantenkörper eines Automorphismus von K ist oder nicht. 


Bezeichnungen. 
Es bedeutet: 
einen Schiefkörper; 
A,B... Unterkörper von K; 


A’ den Vertauschungskörper des Körpers A, d.h. die Gesamtheit der Elemente 
von K, die mit allen Elementen von A einzeln vertauschbar sind; 

C das Zentrum von Ä, d.h. den Vertauschungskörper von K; 

A* die Elemente #0 von A; 

©, %,... Automorphismen von K. Bei Produkten von Automorphismen soll der am 


weitesten rechts stehende Automorphismus zuerst angewendet werden; z.B. 
soll gelten (w»y) (x) = w[y(x)], für zEK; 


*) Dissertation Göttingen (D 7) 1951. 
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O5 den von € K erzeugten inneren Automorphismus von K, d.h. den Auto- 
morphismus > dx01, zEK; 

Su die Gruppe der von den Elementen von A* erzeugten inneren Automorphismen 
von K; 

J, den Invariantenkörper des Automorphismus y von K, d.h. die Gesamtheit 


der Elemente von K, die bei y invariant bleiben. 


$ 1. Zusammenfassung der Galoistheorie in Schiefkörpern. 


Sei & eine Gruppe von Automorphismen des Schiefkörpers K, und sei Z der In- 
variantenkörper von ®. Sei ferner X von endlichem (Rechts- oder Links-) Range über ZL. 
Als Galoisgruppe &£ wird die Gruppe aller Automorphismen von K bezeichnet, die Z 
elementweise invariant lassen. Eine Automorphismengruppe © von Ä heißt abgeschlossen, 
wenn die Gesamtheit der Elemente von Ä, die innere Automorphismen aus © erzeugen, 
die multiplikative Gruppe eines (Schief-)körpers bilden. Mit diesen Bezeichnungen und 
Definitionen lauten die Hauptsätze der Galoistheorie in Schiefkörpern'): 


1.1. a) Die Faktorgruppe von © nach der Gruppe der in ®& enthaltenen inneren Auto- 
morphismen hat endliche Ordnung. 

b) Die Maximalzahl der über dem Zentrum von K linear unabhängigen Elemente von K, 
die innere Automorphismen aus ( erzeugen, ist endlich. 


c) Die Galoisgruppe ©f ist die kleinste abgeschlossene Gruppe, die & enthält. 
1.2. a) K ist galois’sch über jedem Körper Z zwischen K und L. 
b) Die Zuordnung i 


Zwischenkörper Z — Galoisgruppe ©f 
abgeschlossene Untergruppe © von © - Jz 


es 


ist eine ein-eindeutige Zuordnung von allen Körpern zwischen K und L und allen abge- 
schlossenen Untergruppen von ©. 


1.3 a) Sei L<M<K. Wenn M galoissch ist über L, so ist &# die kleinste ab- 
geschlossene Gruppe, die S#(M) umfaßt, i.e. die Gesamtheit der Automorphismen von K, 
die L elementweise und M in seiner Gesamtheit invariant lassen, 

b) Sei L< M<K. Wenn $%, Normalteiler von &# ist, so ist M galoissch über L, 
und es gilt 


$ 2. Der Vertauschungskörper von L, Klasseneinteilung der Körper 
zwischen K und L, Hilfssätze 1 und 2. 


2.1 Wir betrachten den Körper K über dem Invariantenkörper Z des Automorphis- 
mus » von K und setzen voraus, daß K über L endlichen Rang hat. Z ist auch Invarian- 
tenkörper der von » erzeugten zyklischen Gruppe © = {wo}, i= ++ -—1,0, +1,.... 
Nach $1.1a hat die Faktorgruppe von ® nach der Gruppe der in ®& enthaltenen 
inneren Automorphismen endliche Ordnung. Sei a diese Ordnung, und sei A ein Element 
von K, für das »& = o, gilt. 





!) Zum Beweis s. [1]. 
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Für jeden Automorphismus y von K und für jedes Element x aus Ä gilt 
yo„=0,,%. Also gilt so, = 0o,,,®. Andererseits gilt aber auch wo, = w"t!= 0,0. 
Mithin gilt o,.,, = 0,, d.h. wo(A) = ch, c€ C*. 


Das Zentrum C bleibt bei jedem Automorphismus von K in seiner Gesamtheit 
invariant. Somit bleibt der durch Adjunktion von A an (€ entstehende Körper C (A) bei » 
in seiner Gesamtheit invariant. 


Daraus folgt, daß die Menge der Automorphismen % = {0,0}, VBEC(A)*,O <Sr <a, 
eine Gruppe bildet. Sei nun y ein Element von Ä, derart daß o, ein innerer Automorphismus 
aus %% ist. Für alle Elemente von Ä gilt dann o, = 05, wobei ö ein Element aus C’(}) ist. 
Daraus folgt yö-tEel, yEeöl<C(}). 

Das bedeutet, daß die Gesamtheit der Elemente von Ä, die innere Automorphismen 
aus ‘5 erzeugen, die multiplikative Gruppe eines Körpers, nämlich des Körpers C'(}), 
bilden. D.h. % ist abgeschlossen (vgl. $ 1). Selbstverständlich ist % die kleinste abge- 
schlossene Gruppe, die & = {wo'} umfaßt. Nach $ 1. 1c ist deshalb % die Galoisgruppe 67 
von K über L. 


Daraus folgt, daß der Vertauschungskörper Z’ von L gleich C’(}) ist; denn einerseits 
erzeugen alle Elemente von Z’ innere Automorphismen aus ®#, und andererseits sind 
alle Elemente von C’(A) mit allen Elementen von ZL einzeln vertauschbar. Insbesondere 
gilt, daß Z’ = C(A) kommutativ ist. 


2.2 L’ =((}) bleibt bei » in seiner Gesamtheit und jedenfalls bei & = o; ele- 
mentweise invariant. Sei 5 der Exponent der kleinsten Potenz von ®, bei der Z' element- 
weise invariant bleibt. Dann gilt selbstverständlich 5 | a. 


Der Invariantenkörper des auf L’ eingeschränkten Automorphismus o ist ZU’ nL. 
L' ist also galoissch über Z’ nn L mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung b. Deshalb 
gilt [L’: ZU’ rnL]=b. b ist auch das kleinste gemeinsame Vielfache des Exponenten der 
kleinsten Potenz von ®, bei der C elementweise invariant bleibt, und des Exponenten 
der kleinsten Potenz von w, bei der A invariant bleibt. 


C bleibt bei & in seiner Gesamtheit und jedenfalls bei » elementweise invariant. 
C ist also eine endliche galoissche Erweiterung von CnL. Es gilt [C: CrnL]<sb. 
Weiter folgt, daß € über CL separabel ist, d.h. daß C jedenfalls eine einfache Er- 
weiterung von Ü nL ist. Si C = (EC nL) (2). Wegen L' = C(}) gilt dann 
L=(ErL)(&,A). 
Da £ über CL separabel ist, folgt aus dem Satz vom primitiven Element, daß L' 


eine einfache Erweiterung von C NL ist. Daraus folgt, daß es nur endlich viele Körper 
zwischen Z’ und EC NL gibt und jeder von ihnen eine einfache Erweiterung von C nL ist. 


2.3 ©, ist die Gruppe der inneren Automorphismen aus der Galoisgruppe 
SF = {o,w”}, BEL *,O <r <a. Weil L' bei ® in seiner Gesamtheit invariant bleibt, ist 
©, Normalteiler von &f. Nach $ 1. 3b ist deshalb Je,» der Invariantenkörper der inneren 
6 
©, 
o in seiner Gesamtheit invariant, denn für jedes ö€ J, gilt o,[o(6)] = ©o,-ı,.,(d) = ® (6) 


Automorphismen aus 67, galoissch über Z, und es gilt &78r- = Jz,. bleibt bei 


für jedes e€ L’*. Bezeichnet man mit w’ die Einschränkung des Automorphismus 
auf J;,, so hat man deshalb in {o’}, 0 < v <a, genau die Elemente der Galoisgruppe 


u Fe : i ö ’ = 
67°7.. Insbesondere gibt es keine echten inneren Automorphismen von J,,, über L, d.h. 








0; 
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jede Untergruppe ist abgeschlossen. In den von ofi, t, | a, erzeugten zyklischen Gruppen 
hat man alle Untergruppen von BEL, Nach $1.2b hat man in {J,;t,}, 1; |a, genau die 
Körper zwichen J,,, und L. 
a 

Die Potenz (oh) = 0" = oo, hat (in K) Je = Je, als Invariantenkörper, d.h. 
der Invariantenkörper von wi (in K) liegt in Jar ist also gleich J_,. Man hat also auch 
in {7 uch |a, genau die Körper zwischen Jz, und L. 

Für jeden Körper Z mit LEZ<K ist der Durchschnitt Zr Jz,, deshalb gleich 
einem der Körper J 1, t, |a. Wir verteilen nun die Körper zwischen K und Z auf Klassen 
8,1, wobei 8 «, definiert ist als die Gesamtheit der Unterkörper von K, die mit J, den 


vr 
Durchschnitt J « haben. 

Wenn ein Körper $S mit L< $< K Invariantenkörper eines Automorphismus von K 
ist, so muß er Invariantenkörper eines Automorphismus aus der Galoisgruppe ®#, also 
eines Automorphismus von der Form 0,w’, d9EL'*,O <rv <a, sein. Sein Durchschnitt 
mit J.,, ist dann gleich dem Invariantenkörper des auf J,,, eingeschränkten Auto- 
5 liegt demnach in der Klasse 


17) 


morphismus 0,o”, d.h. gleich J—=J_,=J_ 
o,w w 


(na) ‘ 
8 (ne) 

2.4 Sei M ein maximaler Körper aus $,., d. h. ein Körper aus $,., der von keinem 
Körper aus $,. echt umfaßt wird. Es gibt mindestens einen solchen Körper M, weil 
sonst der Rang von K über Z nicht endlich wäre. Nach $ 1. 2a ist Ä galoissch über M. 
Alle Automorphismen von K über M haben die Form o, ®", 9EL*, O0 <»v,<a. Die 


oa! 


hier auftretenden Exponenten », bilden modulo a eine Untergruppe der Restklassen- 
gruppe modulo a, d.h. sie sind die Vielfachen eines Teilers d von a. Insbesondere gibt es 


in 6%, einen Automorphismus von der Form o,@°. 


M ist der Durchschnitt der Invariantenkörper aller Automorphismen aus 6%. 
Dieser Durchschnitt umfaßt jedenfalls Ja. Deshalb muß d = 1 sein, weil sonst M nicht 
in $,. liegen würde. Der Invariantenkörper des Automorphismus 0, »°(= o,w!) umfaßt M 
und liegt in 8,.. Wegen der Maximalität von M gilt M=J,,., 4. h. jeder maximale 


Körper aus ft. ist Invariantenkörper eines Automorphismus von der Form o,o, «€ L'*. 


- 


2.5 Hilfssatz 1. Für jedes r aus L'* gilt: 


a) J, „ ist galoissch über L; 


b) Die Galoisgruppe Bere besteht nur aus inneren Automorphismen von J, 0; 
c) Sei LEZ<J, 


. . J . 
erzeugen innere Automorphismen aus &,°”; ferner gilt 


I... Ist galoissch über Z und genau die Elemente von (Z’ n L)* 


r® 


‚ * 
d) N 
(1.0 D* 
Beweis: J, „ bleibt bei o,w», also auch bei (0,0) =o,_, w'=0,0,_ı ele- 
II o’(9) II 0’) 
mentweise invariant. Ferner gilt ce PvE 
‚a—ı a a—1 a—1 
o( II on) =N w(t)= TMeo(r, d.h. To’(lEL< I..o : 
‚=0 vl v‚=0 „‚=0 


—1 
a—lı 


o, stimmt also für J, „ mit dem inneren Automorphismus o 
ji II 0’) 
v=(0 


von J, „ überein. 
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In K ist der Invariantenkörper von ao, gleich J,,,, deshalb ist der Invariantenkörper 
von o, in J, „ gleich dem Durchschnitt J,, 0 J,,„. Nach $ 2.3 ist dieser Durchschnitt 
gleich Z. Die von o, (eingeschränkt auf J, „) erzeugte zyklische Gruppe hat also Z zum 


Invariantenkörper (Teil a der Behauptung). 


Da o, (eingeschränkt auf J, „) ein innerer Automorphismus von J, „ ist, besteht 
die von o, erzeugte zyklische Gruppe und auch die daraus durch Abschließung hervor- 
gehende Galoisgruppe Gr" zur aus inneren Automorphismen von J, „ (Teil b der Be- 


hauptung). 


J,,. ist galoissch über Z, also nach $1. 2a galoissch über jedem Körper Z zwischen 
L und J, .- Sei o, ein (innerer) Automorphismus aus re, ß liegt in J, „ und in Z’, 
also in „NZ < I, rl <= Io Je, = L. Folglich gilt APEZ’ AL. Andererseits 
erzeugen selbstverständlich alle Elemente von (Z’ n L)* innere Automorphismen aus 


re. Damit ist Teil ce der Behauptung bewiesen. 


Teil d der Behauptung folgt unmittelbar aus Teil ce, weil die Galoisgruppe Bere 
nur aus inneren Automorphismen von J, „ besteht und weil Fan nL das Zentrum von 


ist. 


07 [77 


2.6 Hilfssatz 2. Sei Z irgendein Körper aus $,.. Dann gilt: Z’ ist galoissch über 
Z' mL mit der von w (eingeschränkt auf Z') erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung b 
als Galoisgruppe. Dabei ist b wie in $ 2. 2 definiert als Exponent der kleinsten Potenz von wo, 
bei der L' elementweise invariant bleibt. 


Beweis: Unter den Körpern aus $,., die Z umfassen, gibt es mindestens einen 
maximalen M. Nach $ 2.4 gibt es ein «€ L’*, derart daß gilt M = J, „. Nach $2.1 


a—ı 


a—ı \  0—1 \ 
gilt M'’ = ec} II o*(a)). Wegen o(3.170*(2)) —=cAII w’(x), c€C, und weil € bei » 
wer r=0 »„=0 
in seiner Gesamtheit invariant bleibt, bleibt M’ bei » in seiner Gesamtheit invariant. 


Der Exponent der kleinsten Potenz von ®, bei der M’ elementweise invariant 
bleibt, ist gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der kleinsten Potenz von w, bei 


der € elementweise invariant bleibt, und des Exponenten der kleinsten Potenz von o, 
a—1 

bei der A]T w’(«), also A invariant bleibt. Nach $ 2.2 ist dieses kleinste gemeinsame 
‚=0 

Vielfache gleich b. 


Es ist L<Z<M = J, u. Nach Hilfssatz 1, $ 2.5, ist M galoissch über Z, also 
nach $ 1.2a galoissch über Z. Betrachten wir die Automorphismengruppe © (M), d.h. 
die Gesamtheit der Automorphismen von K, die Z elementweise und M in seiner Gesamt- 
heit invariant lassen. Sei o, ein innerer Automorphismus aus © (M). Dann muß o, für M 
mit einem Automorphismus aus ©?’ übereinstimmen. Nach $2.5b und e besteht 67’ 
nur aus inneren Automorphismen von M, und diese inneren Automorphismen werden 
genau von den Elementen von (Z’n L)* erzeugt. Deshalb gilt für M:o, = o,, L[E(Z'nL)*. 
Daraus folgt nö!EM', d.h. n&e(Z’ nL)*- M'*. Umgekehrt sieht man unmittelbar, 
daß alle Elemente der Menge (Z’ rn L)* - M’* innere Automorphismen aus ®X(M) erzeugen. 


Die aus ®/(M) durch Abschließung entstehende Gruppe enthält jedenfalls die- 
jenigen inneren Automorphismen, die von den Elementen +0 des Körpers Y erzeugt 
werden, wobei Y durch Adjunktion von M’und (Z nL)an C entsteht: Y=C(M',Z nL). 








DD ee FF A 
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Y bleibt bei ® in seiner Gesamtheit invariant, weil C, M' und Z AL bei o in 
ihrer Gesamtheit invariant bleiben. Daraus folgt, daß die Menge der Automorphismen 
S = {050,0}, BE Y*, 0, @"€ $#(M), eine Gruppe bildet. Weil die inneren Auto- 
morphismen aus ®&#(M) von Elementen aus (Z’ n L)* - M'* erzeugt werden, können die 
inneren Automorphismen aus © sämtlich durch Elemente von Y erzeugt werden. Sei 
nun umgekehrt ö ein Element von Ä derart, daß o,€ © gilt. Dann gibt es ein yEY, 
derart, daß o,=o, für alle Elemente von Ä gilt. Daraus folgt ö!yEC, döEyC<Y. 
Das bedeutet, daß die Gesamtheit der Elemente von K, die innere Automorphismen aus & 
erzeugen, die multiplikative Gruppe eines Körpers, nämlich des Körpers Y, bilden. D.h. 
© ist abgeschlossen. Selbstverständlich ist S die kleinste abgeschlossene Gruppe, die 
&#(M) umfaßt. Nach $ 1. 3a ist deshalb $ gleich der Galoisgruppe ®X. 

Nun ist aber die Gesamtheit der Elemente von Ä, die innere Automorphismen 
aus Öf erzeugen, gleich Z’*. Deshalb gilt Y = Z’. Insbesondere folgt daraus, daß Z’ bei » 
in seiner Gesamtheit invariant bleibt. 


Es ist M'<Z’<L', und « ist die kleinste Potenz von , bei der Z’ und M’ element- 
weise invariant bleiben. Deshalb ist &’ auch die kleinste Potenz von o, bei der Z’ element- 
weise invariant bleibt. — Damit ist der Beweis von Hilfssatz 2 beendet. 


$ 3. Hilfssatz 3. 


3.1 Sei Z ein beliebiger Körper aus f,. und {Z,} die Menge derjenigen Körper 
aus #,., die Z umfassen. Dann gilt für die resp. Vertauschungskörper: C<Z/<Z’<L‘. 
Nach $ 2. 2 gibt es nur endlich viele verschiedene Z/. Sie mögen mit Zi, . - -, Z, bezeichnet 
werden. Nach $ 2.2 ist Z’ eine einfache Erweiterung von CnL, also Z =(CnL) (8). 
Mit diesen Bezeichnungen lautet 


Hilfssatz 3. Wenn € unendlich viele Elemente hat, gibt es zu jedem natürlichen n 


a—ı Lt 

stets n Elemente c,,...,c„ aus CAL derart, daß (Z; L) ( II I — 0’) =ZıL 
v=0i=3 J 

simultan für j =1,...,r und für alles, tmut 1 ss <t<n gilt. 


Der Beweis wird in mehreren Schritten geführt ($ 5. 2 bis 5). 


b—l 
3.2 Wir bezeichnen Y (re — o(d))=fh +hr ++," +2a”= f(x). Nach 
v‚=( 
Hilfssatz 2, $2.6, ist Z’ = (CL) (£) galoissch über Z’ n L mit der von » (eingeschränkt 


auf Z’) erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 5b als Galoisgruppe. Deshalb liegt 
I r=0,1,..,b—1,inZnL,d.h.es gilt (CAL) (fo fir ---,fs-)<Z’nL Andererseits 
aber ist & Nullstelle von f(x); deshalb gilt [Z: (Cr L)(is fs» :--h-J)]zsb=[Z:ZrL]. 
Das ist nur möglich, wenn Zn L=(CrL) (fo fs: fa) gilt. Wegen C<Z;<Z' gilt 
a fortiori (ZrnL) (io fs: -h-)=ZrLfürj=1,...,r. 


3.3 Behauptung: Bezeichnet man 


a—l a 
II (x — oa) trhrt'+ ha+m) 
v=0 
=- (PP =g+gE+ ++ =gla), 
so gilt 


(ZrL) (84 --+&-)=ZrL für j=1,..,r. 
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. Beweis: 


a) Die Charakteristik p von K sei nicht Teiler von ne Sei 


(Zinn L) (880: -.-N) = U. 
Selbstverständlich gilt U<Z’nL. Wir beweisen durch Induktion nach u, daß 


h-,e U, ıisusb. Es ist g.-ı > 7 fs-ı, also wegen Fr +#0:f,-,€ U. Weiter gilt 
ABOE Er ou + Pharm: - 1), wobei P ein Polynom in f,_,+1 -- »/,—ı Ist, das 
nach Induktionsvoraussetzung in U liegt. Also gilt 
et U, d.h. (ZrL) (fo fur a) < U, 
d.h. nach $3.2: U=Z'nl. 
b) Sei die Charakteristik p von K Teiler von r. Sei Z, ein Körper aus 8, der Z 


umfaßt und dessen Vertauschungskörper gleich Z; ist. Sei ferner M ein maximaler 
der Z, umfaßt. Nach $2.4 gilt M= Jo; «€L'*; nach $2.1 gilt 


a—lı 


a—1 
M=C (7 10 (2)). Die Adjunktion von JJ w’(x) an M’ ergibt L’, denn der so ent- 


‚=0 ‚=0 
stehende Körper enthält C und A, also C(A) = L’. Weil L’ bei ®’ elementweise invariant 


bleibt, gilt 


Körper aus & 


a!) 


Zeiss (mor)*. 


v=1 „=0 
b—1 
Wäre ZL’ inseparabel über M’, müßte I7 »”(«) Nullstelle eines in M’[x] irreduziblen 
‚=(0 


ru en Polynoms k(x) sein. Es würde k(x) =I(x”) gelten. Die Adjunktion von 
b—ı1 

| II w( (@) an M’ würde einen echten Unterkörper von u ergeben. Das aber widerspricht 
„=0 


b—1 a—ı 
der Tatsache, daß sogar die Adjunktion von (A I oa)’ [2 = ri an M’ den Körper L’ 


erzeugt. L’ ist also separabel über M'. a 

Es gilt M'<Z;<Z’<L'. Somit ist Z’ separabel über Z;. Nach Hilfssatz 2, $ 2.6, 
ist Z; galoisch über Z; n L, also jedenfalls separabel über Z; AL. Somit ist Z’ separabel 
über Zn L, also auch Z’ "AL separabel über Zn L. 

Aus der Separabilität von Z’nL über ZrL folgt, daß für jedes Element 
heZrLgilt (ZZ rnL)(h) =(Z; nL)(h?). Der Beweis dafür braucht hier nicht durch- 
geführt zu werden, weil er weithin bekannt und sehr einfach ist. Für jedes natürliche s 
folgt weiter (Zn L) (hP’) — (Z nL)(h); und für irgendwelche Elemente A,,..., An 
(m beliebig) aus Z’ AL folgt: (Zn L) (RP*, ..., A) = (Zr L) (hy: : -, A). 


Sei nun p* die höchste Potenz von p, die 5 teilt. Dann gilt also 


ZrD)B,M,...B)=ZnL. 
Es ist 


a—1l hd 
Dee —-o(d))=(h+hrt+t' +h +)’ 
‚=0 


8 8 8 : 8 b—1)»® r bp’ıb»-p8 
= +A#, Hr +, Pr HAN atphtt +? 


a—1 a 


ir 








fü 
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ee r \ : f b ö; ’ \ 
Weil —— von Null verschieden ist, können wir nun ebenso wie in $ 3. 3a beweisen: Aus 


bp 
ZADWR: HR )=ZnL folgt (Zn L) (gu: )=ZnL. 


Die Beweise in $3. 3a und b treffen simultan für j=1,...,r zu. Damit ist der 
Beweis der Behauptung unter $ 3. 3 beendet. 

3.4 Behauptung: Sei M irgendeine Menge von unendlich vielen verschiedenen 
Elementen aus C n L und seien k,, kı, - - ., ka irgendwelche Elemente aus Z AL, für die 
gilt (ZnL)(kukı,..,Ak)=ZnL, simultan für j=1,...,r. Dann gibt es eine 
Menge M von unendlich vielen verschiedenen Elementen m, aus M, für die gilt 
(Z nL) (k(m))=Z’ AL mit ka) =k,+k,2 + +k,_,2°”"+k,2“, simultan für 
=l,...,r. 

Beweis: Nach $ 2.2 gibt es nur endlich viele Körper zwischen Zn Lund Zi rn 1. 
Deshalb muß es eine Menge WM, von unendlich vielen verschiedenen Elementen m, , 
aus M geben, derart daß die zugehörigen Elemente k(m, ;) bei Adjunktion an Zn L 
denselben Unterkörper V von Z’nL erzeugen: 


Kh+khmit +hms +kms=t 
mit (ZirL)(vw)=V. 
Diese Gleichungen k(m, ,) = v; stellen für i=1,...,a +1 ein inhomogenes line- 
ares Gleichungssystem mit Vandermondescher Determinante dar. Also lassen sich daraus 
die Ay, kı, - - ., k„ ausrechnen. Deshalb gilt 


ZADl(kyky:-„k)<V, d.h. V=Z AL. 


Von der Menge M, ausgehend erhält man auf dieselbe Weise eine Menge M, von unend- 
lich vielen verschiedenen Elementen m, , aus M,, für die gilt (Z, n L)(k(m, )J=Z’nL 
und wegen M, < M, selbstverständlich auch (Zi nL) (k(m, ))=Z' nL. 

So fortfahrend erhält man schließlich eine Menge M — M, von unendlich vielen ver- 
schiedenen Elementen m, ; aus M, _,, für die gilt (Z, AL) (k(m, ,)) =Z’ n Lund wegen 
M,<eM,_<<M,;<M, auch (ZrL) (km, )J)=Z'nL, j=1,...r;q.e.d. 

3.5 Wir können nun den Beweis von Hilfssatz 3 durch Induktion über n zu Ende 
führen. 

Nach $ 3. 3 erzeugen die Koeffizienten g, von 

a—ı 


D@—od)=g+&2+'"+8-120'1+2m=g(a) 


»=0 
bei Adjunktion an Z; nL den Körper Zr L 
(ZrL) 814 --+&-)=ZrnL für j=1,...,r. 


Der Körper C hat nach Voraussetzung unendlich viele verschiedene Elemente, also hat 
auch C nL unendlich viele verschiedene Elemente. Aus $3.4 folgt dann, indem wir 
M = C rn Lnehmen, daß es eine Menge M, von unendlich vielen verschiedenen Elementen 
m,, aus CL gibt, für die gilt (Z; AL) (g(m,,.)) =Z’ NL simultan für =1,...,r. 
Eines der Elemente aus M, nennen wir c,. Dann gilt also 


a—1 \ 
(Z; AL) (g(c))=(Z} " L) ( (a — o9))=ZnL 
„‚=0 J 
fürj=1,...,r. D.h. die Behauptung von Hilfssatz 3 ist richtig für n = 1. 
26* 
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-Wir nehmen nun an, Hilfssatz 3 sei richtig für n = n,; d.h. es gebe n, Elemente 
C++, aus CAL, für die gilt 


ao—1l It 4 \ 
z-n(m D(@—08)) = (2,1) (Neo) = Zn, 
\v=0i=s i=s 
simultan für j=41,...,r und für alle s,2 mit 1<s<t<n,. Wir denken uns die 
t 
IT g(c,) irgendwie durchnumeriert und nennen sie 7,,...,y- 
b Die Koeffizienten des Polynoms z;g(2) = rg + HQI +" + Matt 4,08, 


1 <si<sN, erzeugen bei Adjunktion an ZnL den Körper Zr L(lsj<sr), weil 
nach Induktionsvoraussetzung schon z;g, =, bei Adjunktion an Z; nL den Körper 
Z’ nL erzeugt (j=1,...,r). Deshalb folgt aus $ 3.4, indem wir W= CL nehmen, 
daß es eine Menge M, von unendlich vielen verschiedenen Elementen m,, aus CnL 
gibt, für die gilt (Z AL) (a,g(m, ))=Z' rL simultan für j=1,...,r. Weiter folgt 
aus $3.4, daß es eine Menge M, von unendlich vielen verschiedenen Elementen m, ; 
aus M, gibt, für die (Zn L) (”sg(m, ))=Z'’nL gilt, simultan für j=1,...,r. 

In dieser Weise fortfahrend, erhält man schließlich eine Menge M, von unendlich 
vielen verschiedenen Elementen m, ; aus M,_,, für die (Zn L) (n,g(m, ))J=Z'nLgilt, 
simultan für j=1,...,r. Wegen N, <My_ı<<M<M, gilt für die Elemente 
my, der Menge M, aber auch (Zn L) (n,g(m, ))J=Z'nLfürk=4,..., N und für 
j=1,...,r. Eines der Elemente m,, aus M, nennen wir c„.,ı- Es gibt dann also 


n. + 1 Elemente c,,.. .,c,4,ı aus CnL, für die gilt 
a—ı Lt \ 
(ZrL)(M Io: — o’(9)) u’ mL, 
w=0i=s / 


simultan für  =1,...,r und für alle st mit 1<s st <n..- 


Damit ist der Beweis von Hilfssatz 3 beendet. 


$ 4. Beweis des Satzes für den Fall, 
daß das Zentrum unendliche viele Elemente hat. 


4.1 Sei wieder Z ein beliebiger Körper aus der Klasse ®,. und sei M ein maximaler 
Körper aus $,., der Z umfaßt. Nach $ 2. 4 gibt es ein «€ L'* derart, daß M = J, „gilt. 
Wie in $3 bezeichnen wir die (endlich vielen) verschiedenen Vertauschungskörper von 


Körpern aus $ ., die Z umfassen, mit Z7, - . -, Z,. Weil C, also auch C n L, unendlich viele 

(verschiedene) Elemente enthält, gibt es nach Hilfssatz 3 stets r + 1 Elemente c,,...,c,,ı 
.—1 1! 

aus CnL derart, daß (Z} “L) ( II Il — (8) —=Z' nLgilt, simultan für j—1,...,r 
v‚=0i=$ 


und für alle s,? mit 1<s<st<sr +1. Dabei ist £ ein primitives Element von Z’ 
über CnL. 

Wir bilden die Automorphismen O, 779% n=4A,...,r +1, und betrachten deren 
Invariantenkörper. Alle diese kelsislenhitne liegen in 8. ($ 2.3) und umfassen 
Z, weil c, — £ in Z’ liegt, d.h. Z bei o,,_, elementweise invariant bleibt, und weil o,® 
den Körper M, also a fortiori den Körper Z elementweise invariant läßt. Die Ver- 
tauschungskörper dieser Invariantenkörper sind nach $ 2.1 gleich 


a—1 n 


(1 70) I(a—o@)), n=4,..„r +1. 
„=0 k=1 / 
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Als Vertauschungskörper von Körpern aus f,., die Z umfassen, müssen diese r +1 
Vertauschungskörper unter den Zj,...,Z; vorkommen. Deshalb müssen mindestens 
zwei dieser Körper mit einem der Z; identisch sein. Sei 


a—lı 


u a—l v 
(3 7 o*(®) Ta — o'9))) = C (3 To’(®) Ta — 0’(9)) = Zi 
k=1 v=0 k=1 


‚=0 


Wir können annehmen, daß 1 <u<rvr<r +1 gilt. Ferner können wir voraussetzen, daß 
a—1 u 


A IT o(x) IT (c, — »(£)) von Null verschieden ist. Denn anderenfalls müßte &inCnL 
‚= (0 k=1 


liegen, und man hätte zum Beweis von Hilfssatz 3 nur c; #£ zu wählen. Dann liegt 


a—1l v 


‚a—l v 
IT I (c— »’(£)) in Z,, also auch (Z; AL) | IT N (o— o9)). Dieser Körper 


»=-0 k=u+l v=0 k=u+l 
aber ist nach Hilfssatz 3 gleich Z nL. 


Somit gilt Zn L<Z,<Z'. Nach $ 2. 6 ist Z’ galoissch über Z’ n L mit der von 
(eingeschränkt auf Z’) erzeugten zyklischen Galois-Gruppe der Ordnung 5b. Ebenfalls 
nach $ 2.6 bleibt auch Z; bei keiner kleineren Potenz von » als bei »’ elementweise 
invariant. Deshalb gilt Z’=Z). 

u 

Setzen wir & II(c, — £&) = ß, so gilt also Z< J 00 und Z = Saga: 

k=1 

4.2 Esgilt L<Z< Iozo: Nach $ 2. 5c ist FR galoissch über Z, die Galoisgruppe 


"UM 
67°” besteht aus den inneren Automorphismen von J die von den Elementen von 





(Zn L)* erzeu [ ge Zrb* N w - DIE 
L ugt werden, und es gilt G,%* — . Nach $4.1 gilt Z’ = J/ .- 
MA E 


0@ 
Deshalb besteht die Galoisgruppe S73® nur aus dem Eins-Automorphismus. Wegen der 
eindeutigen Zuordnung von Zwischenkörpern und abgeschlossenen Untergruppen der 
Galoisgruppe ($ 1. 2b) gilt somit Z= Joga' 
Damit ist bewiesen, daß jeder Körper aus ®,. Invariantenkörper eines Auto- 
morphismus von ÄK ist. 


4.3 Wir betrachten nun die Körper der Klasse &,:, t|a. Wir bezeichnen den 
Automorphismus &' mit ®. #,, ist dann die Menge derjenigen Unterkörper von K, die 


mit dem Invariantenkörper der inneren Automorphismen aus der Galoisgruppe 57, 


den Durchschnitt J,. haben. Die Gruppe der inneren Automorphismen aus der Galois- 


a! 


gruppe 7, ist ©,. ‚ihr Invariantenkörper ist Jar: Deshalb sind die Klassen ,. und 8: 


identisch. Nach $ A. 2 ist jeder Körper aus #,. Invariantenkörper eines Automorphismus 


u), 


von K. Da jeder Körper zwischen K und L in einer der Klassen Kt, |a, liegt, ist 
damit der in der Einleitung angegebene Satz bewiesen: 


Satz. Sei K ein Schiefkörper, dessen Zentrum unendlich viele Elemente hat; sei ® 
ein Automorphismus von K, L der Invariantenkörper von w, und sei der Rang von K über'L 
endlich. Dann ist jeder Körper zwischen K und L Invariantenkörper eines Automorphismus 
von K. 
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$ 5. Ein Kriterium für den Fall des endlichen Zentrums. 


5.1 Weil € nur endlich viele Elemente hat, ist Z’ ein Galoisfeld G,.. Dann ist C 
das in G,. enthaltene Galoisfeld G,., und c ist Teiler von z. Sei & ein erzeugendes Element 
der (zyklischen) multiplikativen Gruppe von L' = G,., und sei A = «. Die Automorphis- 
men ©&@, »—=0,1,...,b»— 1, werden für L’ (evtl. bis auf die Reihenfolge) durch die Auto- 

nz 
morphismen > ß ?,u=1,...,b, repräsentiert. Dann gilt für beliebige ö6 = «’ aus I: 


a—lı Ma 1 
II »’(6) = « mit qg= ; "2 ji Dann ist nach $ 2. 1 der Vertauschungskörper 
v=(0 Ki 


des Körpers J gleich C (a +“e), 


A” 
rc 
Wir bezeichnen s = a. [5 _ 4 g; ) 
pP—1 p—1 
ne —1’ ) 


”—1 
Sei m die kleinste der Zahlen m, mit c |m, |z, für die zm - Teiler von s ist. Mit 


diesen Bezeichnungen lautet das Kriterium: 


5.2 Dann und nur dann ist jeder Körper aus $,. Invariantenkörper eines Auto- 
E 
morphismus von K, wenn (q, !) durch keine Zahl von der Form ı mit m |v |w|z und 
vr < w teilbar ist. 
Der Beweis des Kriteriums wird hier nicht durchgeführt. Für die anderen Klassen 
8... t > 1, gilt das Kriterium mit den entsprechenden Werten für g und s. Es war dem 


Verfasser nieht möglich, ein Kriterium zu finden, das alle Klassen umfaßt. Insbesondere 
muß die Frage offen bleiben, ob das Kriterium eventuell identisch erfüllt ist. 
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Die Operation des Einsetzens bei Polynomen 
in mehreren Unbestimmten. 


Von Wilfried Nöbauer in Wien. 


1. Einleitung. 


Diese Arbeit ist in zweifacher Hinsicht eine Verallgemeinerung der von mir in der 
Arbeit [1] vorgenommenen Untersuchungen. Erstens betrachten wir nämlich jetzt statt 
Polynomen in einer Unbestimmten Polynome in k Unbestimmten. Da im Polynomring 
t[2), 23° X] eine zweistellige Operation ‚Einsetzen‘ nur auf eine sehr gekünstelte Art 
definiert werden könnte, betrachten wir die direkte Summe AR von k derartigen Ringen; 
in dieser ist eine solche Operation auf natürliche Weise gegeben, so daß R als Algebra 
mit drei zweistelligen Operationen aufgefaßt werden kann. Zunächst fragen wir uns wieder 
nach den homomorphen Bildern der Algebra R und stellen fest, daß diese homomorphen 
Bilder sämtlich geliefert werden durch Ideale aus r[x,, 23° * * x;] mit bestimmten Eigen- 
schaften, die wir wie in [1] als „‚Vollideale“‘ bezeichnen. Für diese Vollideale in k Un- 
bestimmten gelten ganz analoge Sätze wie im Fall einer Unbestimmten. In [1] hatten 
wir anschließend die von den homomorphen Bildern von AR bezüglich der Operation 
Einsetzen gebildeten Halbgruppen und die von den invertierbaren Elementen daraus 
gebildeten Gruppen untersucht; hier jedoch betrachten wir nicht die Bilder von A, sondern 
die Bilder irgendeiner die Einheit von AR enthaltenden Unterhalbgruppe 7 von A, und 
das ist die zweite wesentliche Verallgemeinerung gegenüber [1]. Wir erhalten so zu jedem 
Vollideal nicht nur eine, sondern eine ganze Schar von „Ringunterhalbgruppen‘ und 
„Ringuntergruppen‘, auf welche sich die Sätze von [1] zum Großteil übertragen lassen. 
Ehe wir dies durchführen, beschäftigen wir uns aber mit einer wichtigen Klasse von Unter- 
halbgruppen von AR, nämlich denjenigen, die aus allen Elementen von AR von einer „be- 
stimmten Gestalt‘ bestehen. Wir versuchen diese ‚allgemeinen Unterhalbgruppen‘ von A 
zu definieren mit Hilfe von ‚formalen Polynomausdrücken‘‘, das sind ‚Polynome‘, bei 
denen nicht nur die Koeffizienten Unbestimmte sind, sondern auch der Grad unbestimmt 
ist. Wenngleich mir dieses Verfahren nicht voll befriedigend erscheint, so gibt es doch 
die Möglichkeit, einen wichtigen und interessanten Sachverhalt zumindest provisorisch 
begrifflich zu erfassen. Wie man aus gegebenen allgemeinen Unterhalbgruppen durch 
Zusammensetzung neue erhalten kann, wird ebenfalls besprochen; vor allem das von uns 
als ‚‚Terassenaufbau‘“‘ bezeichnete Verfahren scheint hier von Interesse zu sein. Wie wir 
am Schluß der Arbeit zeigen, steht es in Zusammenhang mit der als Gruppenkranz 
bekannten Verkrüpfung von Permutationsgruppen. 

Die Grundgedanken dieser Arbeit wurden an Spezialfällen von mir in einigen 
früheren Arbeiten entwickelt ([2], [3]). Hier sollen sie nun so allgemein wie möglich 
formuliert werden und vorerst einmal ein Überblick über die Fragestellungen gefunden 
werden, welche aus ihnen resultieren. Deshalb haben wir auch darauf verzichtet, den 
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Ausgangsring r irgendwelchen speziellen Voraussetzungen zu unterwerfen. Für die Weiter- 
entwicklung und Klärung der angeschnittenen Probleme dürfte jedoch gerade so ein 
Vorgehen sehr von Nutzen sein. 


2, Vollideale und Vektorvollideale. 


tr sei ein kommutativer Ring mit Einheitselement e. Mit den Unbestimmten 
X Xa'*" 7, Setzen wir 
E=(a,02 0), 


so daß also R =r[r] den Ring der Polynome in diesen Unbestimmten über r bedeutet. 
Wir bezeichnen mit AR die direkte Summe von k Exemplaren von R, in Komponenten- 
schreibweise .dargestellt, und nennen die Elemente von R ‚Polynomvektoren über tr“. 
Wir verwenden für sie folgende Bezeichnungsweise: 

ie) = (ho, Fee) Fo). 

In AR gibt es neben den beiden Ringoperationen noch eine Operation „Einsetzen“, 
die wir gelegentlich auch durch das Zeichen o kennzeichnen werden. Wir-definieren also: 
ir) oa) = Flaln)) = (la), lad)" AlaW)))- 

Diese Operation ist assoziativ und besitzt als beiderseitiges Einheitselement den Polynom- 
vektor r. 

Wir fassen R auf als Algebra vom Typus (2, 2, 2) und fragen uns nach den homo- 
morphen Bildern dieser Algebra. 

Wie in [1] wird bewiesen 

Satz 1. Die Kongruenzrelationen der Algebra R fallen zusammen mit den Kongruenz- 
relationen des Ringes R nach den Idealen A, für welche folgendes gilt: 

Wenn f(x) = gı(X) mod A, fs(r) = 9,(r) mod A, — fi (f>(x)) — 91 (92(X)) mod A. 

Diese Ideale wollen wir als Vektorvollideale bezeichnen. 

Es sei also nun A ein Vektorvollideal. Die »-ten Komponenten aller Polynom- 
vektoren von A bilden ersichtlich ein Ideal W, in R. Bezeichnen wir die Einheitsvektoren 
von R wie üblich mit e, (vr =1,2---%), so haben wir: i 


u(r)EA>e,u(r)€ A. 
Daraus erkennt man sofort, daß A die Menge der Polynomvektoren 
(u(X), alt)" ur(e)) 
ist, wobei jedes der u,(r) das ganze Ideal A, durchläuft, also, daß A die direkte Summe 
der NW, ist. 
Wenn nun u(g), v(x)E A und f(r), g(e)E R, so gilt stets 
(2, 1) (ale) + v(e)) +ulg(e) + D(e)) = F(g(r)) mod A. 
Dies gilt insbesondere auch für v(r) = vo (Nullvektor), also haben wir: 
Für u(g)€ A und g(r)E R gilt stets u(g(x))€ A, daher gilt 
u,(g(£)) = 0 mod Q, für jedes u,(g) EN, und für v=1,2:--k. 


Wir bezeichnen ein Ideal A von R mit der Eigenschaft: 
„Aus a(g) EA folgt a(g(r))EA für jedes g(r) ER“ 


als Vollideal von R. Dann können wir also sagen: Alle W, sind Vollideale. 
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(2, 1) gilt aber auch für u(r) = o. Wir wählen dazu noch f(r) und g(r) so, daß gilt: 
ed) = u gut) = Iu- 
Betrachtet man nun die »-te Komponente von (2, 1), so erhält man: 
%u + v,(t) = x, mod N,, 
also 
v„(£) =0 mod N, für jedes v,(r) EA,. 
Es gilt also A„<N, für u + v, woraus sofort folgt: 
(2, 2) hl, =. bel. 


Umgekehrt sei jetzt (2, 2) erfüllt und dabei Y ein Vollideal. Für die direkte Summe A 
der W, gilt dann: 
f1(£) = gı(£) mod Al» ko —=gı(E) + a1(2) mit a,(g) € A 
f2(£) = g2(r) mod A f2(£) = g2(E) + az(r) mit a,(r) € A 
>fı (f2(£)) = (fs(z)) +4 (f2(£)) = 91 (92(£) + as(£)) = gı (9:(£)) mod A; 
also ist A ein Vektorvollideal. 
Wir haben daher folgenden 
Satz 2. Das Ideal A<=R ist genau dann ein Vektorvollideal, wenn es direkte Summe 
von k Exemplaren eines Vollideales U=R ist. 
Für die Vollideale von R gelten analoge Sätze wie im Fall einer Unbestimmten 


und auch ihre Beweise verlaufen ganz ähnlich wie in diesem Fall. Wir wollen diese Sätze 
daher — soweit sie Verallgemeinerungen von Sätzen aus [1] sind — bloß formulieren. 


Es sei a Ideal in r. So wie in [1] sei (a) das von a erzeugte Ideal in R; dieses Ideal 
ist Vollideal. fa} sei die Menge aller Polynome w(r) ER, für welche gilt 


w(t) =0 mod.a für jeden Vektor t über r. 


Auch {a} ist Vollideal. 

Es gelten stets die beiden Gleichungen: 

(anb) =(a)n(b), {and} = {a} ib}. 

Weiter gilt 

Satz 3. Zu jedem Vollideal U<NR gibt es ein und nur ein Ideal a<r, für welches gilt 
(a)<AS fa}, und zwar ist a das Zurückleitungsideal U Ar von A auf r. 

Wir wollen a das Umschließungsideal von X nennen. 

Ebenso gelten: 

Satz 4. In der Idealalgebra von R bildet die Menge aller Vollideale eine Teilalgebra. 

Satz 5. Ordnet man jedem Vollideal A sein Umschließungsideal a zu, so erhält man 
eine homomorphe Abbildung o der Algebra der Vollideale von R auf die Idealalgebra von r. 

Weiter gilt noch folgender 

Satz 6. Es sei A Vollideal in R und Ri, =t[z,, Di: 
YUn...,; =4Wn Ri Vollideal in Ri mit demselben Umschließungsideal wie W. 

Ersichtlich ist nämlich Q,,...;, Ideal in R,...,, und die Vollidealeigenschaft von 
W;..;, folgt sofort aus der von W. Die letzte Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 
Satz 3. 
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..%,]. Dann ist stets 
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Aus den bisherigen Sätzen erhalten wir 

Satz 4a. Die Menge aller Vektorvollideale von R bildet eine zur Algebra der Voll- 
ideale von R isomorphe Teilalgebra der Idealalgebra von R. 

Man erhält einen solchen gewünschten Isomorphismus nämlich, wenn man jedem 
Vektorvollideal A das Vollideal seiner direkten Summanden X zuordnet. 


Unter dem Umschließungsideal von A wollen wir das Umschließungsideal von A 


verstehen. Weiter bezeichnen wir mit (a) die direkte Summe von % Idealen (a) und mit 


{a} die direkte Summe von %k Idealen {a}. Es gilt dann folgender 


Satz 3a. /st a das Umschließungsideal von A, so gilt (a) <A< fa}; außer a erfüllt 
kein weiteres Ideal von x diese Beziehung. 
Für spätere Anwendungen benötigen wir noch folgenden 


Hilfssatz. Zwei Vektorvollideale von R sind dann und nur dann teilerfremd, wenn ihre 
Umschließungsideale teilerfremd sind. 

Beweis. Es seien A, B Vektorvollideale mit den Umschließungsidealen a, b. Aus 
(A, B) = R folgt für die Vollideale WA, ®, deren direkte Summen A und B sind, sogleich 
(A, B) = R. Wendet man auf diese Gleichung den Homomerphismus o von Satz 5 an, 
so ergibt sich 


oA, B) = (a,b) =oNR =r. 
Aus (a, b) = r folgt umgekehrt ((a), (b)) = R, daher (W, B) = R und damit (A, B) = R. 


3. Unterhalbgruppen der Vektorhalbgruppe. 


Wir betrachten nun in R die Operation Einsetzen für sich. Wie bereits festgestellt, 
bildet R gegenüber dieser Operation eine Halbgruppe mit Einheit, welche wir als die 
Vektorhalbgruppe bezeichnen wollen. Da bei den späteren Untersuchungen der Arbeit 
als Ausgangspunkt die Einheit enthaltende Unterhalbgruppen dieser Vektorhalbgruppe 
auftreten werden, wollen wir uns mit solchen Unterhalbgruppen etwas näher befassen, 
insbesondere werden wir einige wichtige Beispiele dafür angeben. 

Wir gehen aus von einem „formalen Polynomvektorausdruck‘‘ p. Darunter wollen 
wir ein Gebilde verstehen, das formal wie ein Polynomvektor aussieht; in den Gliedern 
seiner Komponenten können aber als Exponenten der Unbestimmten x, auch ganzzahlige 
Polynome in irgendwelchen Parametern n;,n;. auftreten, und die Koeffizienten sind 
Polynome über r in irgendwelchen Unbestimmten «;, &;.. Die in diesen Polynomen über tr 
als Koeffizienten auftretenden Elemente von r wollen wir als die „Konstanten des formalen 
Polynomvektorausdruckes“‘ bezeichnen. Beispiele solcher formaler Polynomvektoraus- 
drücke werden wir alsbald kennenlernen. 

Unter der „zugehörigen Vektorschar‘‘ eines formalen Polynomvektorausdruckes p 
verstehen wir die Menge aller Polynomvektoren p(r), die man erhält, wenn man in p die 
Parameter n;,, n; auf jede mögliche Art durch nicht negative ganze Zahlen ersetzt, von 
den so erhaltenen Gebilden alle die hernimmt, deren Komponenten Polynome sind und 
darin noch für die Unbestimmten «;, &;, auf jede mögliche Art Elemente von r einsetzt. 

Eine zugehörige Vektorschar, welche Unterhalbgruppe der Vektorhalbgruppe R 
ist und die Einheit von A enthält, wollen wir als „allgemeine Unterhalbgruppe‘“ be- 
zeichnen und dort, wo es zweckmäßig ist, noch dazusetzen: „aus r[r]“. 

Wir geben nun einige wichtige Beispiele solcher allgemeiner Unterhalbgruppen an, 
und zwar schreiben wir jeweils den formalen Polynomvektorausdruck p auf, aus dem 








ih ee 


I- 
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sie erhalten werden. Die Halbgruppeneigenschaft und das Auftreten der Einheit r sind 
dabei dort, wo sie nicht bewiesen werden, unmittelbar einzusehen. 


1.) Die inhomogene lineare Halbgruppe: 


%o + AuıFı + Kata +°°* + 2,7 
&go FT Rzılı 4 Ayla + ''' + RT 
(3,1) p — ° ir?" ° ° . ° ° . e ° . B- 0 
%ro + KıTı + &o Tg +°+- + %rk X 


1a.) Die homogene lineare Halbgruppe: 


Man erhält das zugehörige p aus (3, 1), wenn man dort u = &y == u = 0 
setzt. 


2.) Die inhomogene Dreieckshalbgruppe: 
/&o + Xı 


Xp t%&gı Xı + a 


(3,2) = 
%o + &%ı Lı t ol dt" Hoppla + Ir/ 


2a.) Die homogene Dreieckshalbgruppe: 
Man erhält das zugehörige p aus (3, 2), wenn man &op = Ay = '*" = & —= Ü setzt. 


3.) Die allgemeine Potenzprodukthalbgruppe: 


N N. .».» N 
& zyı 912 7,1% 
N 29.0. yP 
(3, 3) p ei Kar run 
n Be; 
\ % xy Xgk? X kk 


3a.) Die spezielle Potenzprodukthalbgruppe: 
Man erhält das zugehörige p aus (3, 3), indem man , =, = ''' = x = e setzt. 
4.) Die Formenhalbgruppe: 


Diese Halbgruppe besteht aus allen Polynomvektoren von AR, deren Komponenten 
sämtlich Formen vom gleichen Grad sind. Das entsprechende p sieht also, wenn wir uns 
der üblichen Symbolik der Vektorrechnung bedienen, wobei a, stets einen k-spaltigen 
Vektor bedeutet, dessen Komponenten Unbestimmte sind, so aus: 


PS tat Hat tet 
5.) Die Elementpotenzhalbgruppe: 
Es sei t irgendein festes Element von r. In Vektorsymbolik — wobei a, wieder 
stets einen Vektor bedeutet, dessen Koeffizienten Unbestimmte sind — schreibt sich 


dann das entsprechende p folgendermaßen: 


a tt te 
+ Er + ED ... u 
BE ... —1 —2 
+ gm +n+ +n}) +17 ze mit. + 4,_ı%ıt+ q,. 


27° 
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Dieses p ist nach unserer Definition eigentlich kein formaler Polynomvektorausdruck, 
da die Parameter n, auch in den Koeffizienten der Komponenten auftreten; es ist aber 
nicht leicht, die Definition von p so zu fassen, daß auch dieser Fall noch enthalten ist; 
das ist für unsere Zwecke gegenwärtig auch nicht sehr wichtig. Auch ist hier keineswegs 
unmittelbar zu erkennen, daß die zugehörige Vektorschar V Unterhalbgruppe von AR ist. 
Für den Spezialfall, daß r der Ring der ganzen rationalen Zahlen ist, habe ich den Beweis 
der Halbgruppeneigenschaft in einer früheren Arbeit geführt ([4], Satz 1), und der 
Beweis in unserem allgemeinen Fall verläuft ähnlich. Der Einfachheit halber wollen wir 
uns auf den in jener Arbeit gegebenen Beweis stützen und bloß angeben, wie er in unserem 
Fall abzuändern ist: 

Wir fassen t zunächst als Unbestimmte auf, die zu r adjungiert wird, und gehen so 
wie in [4] aus den von Polynomvektoren f(r) und g(z). Genau so wie dort bilden wir dazu 
die Polynomvektoren %(r) und ®(r); dann gilt 


an) tin, Gm) = tale), 
also 

3(6m)) = F(ligle)) = Hlal)). 
Wir setzen $(&(r)) = H(r) und erkennen wie in [4], daß in H(tr) alle Koeffizienten- 
vektoren durch t teilbar sind. In der Gleichung 


ti (g(E)) = Hi) 
kann man — da die Unbestimmte t kein Nullteiler ist — beide Seiten durch t dividieren. 
Die Gleichung, welche man so erhält, bleibt richtig, wenn man die Unbestimmte i durch 
ein Element aus r ersetzt, und daher bildet V tatsächlich eine Halbgruppe. 
Setzt man t =e, so erhält man ersichtlich die ganze Vektorhalbgruppe R. 


4. Zusammensetzung von allgemeinen Unterhalbgruppen. 


Weitere die Einheit enthaltende Unterhalbgruppen der Vektorhalbgruppe erhält 
man durch Zusammensetzung von allgemeinen Unterhalbgruppen. Eine solche Zu- 
sarmmensetzung kann auf zwei Arten vorgenommen werden; die eine ist die direkte 
Produktbildung, die andere wollen wir als Terrassenaufbau bezeichnen. 

a.) Direkte Produktbildung: 

Wir zerlegen die Menge der Unbestimmten in die linksstehenden Teilmengen und 
führen die rechtsstehenden Abkürzungen ein: 


1, %g T, un =(°°'' z,) 
I, +1 T,, Ta (z,, +1 z,) 
Zu, +1 T,, I Lan (2,,+1 z,) 
%,+1'"' 7, Er (2,41%). 


Es seinun füri =1,2---s + 1 je eine allgemeine Unterhalbgruppe #; aus r[r;] gegeben. 
H sei die Menge aller Polynomvektoren von A, die man erhält, wenn man in dem Vektor 


(4, 1) (hı(2ı); folgt) °*° fer (Es+ı)) 


jeden der f;(r;) die Unterhalbgruppe H, durchlaufen läßt. Ersichtlich enthält 7 die 
Einheit von AR und ist eine Unterhalbgruppe von A, eben das direkte Produkt 


H,x5D,x "X Hau: 








zu 
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b.) Terrassenaufbau: 

Wir zerlegen die Menge der Unbestimmten auf die gleiche Weise wie im Fall a.) in 
Teilmengen und definieren Polynomringe tr; folgendermaßen: 

u =1L, 5 =Lultı)h..„b=%_ıleih.. tar = UlEssı] 

Es sei fürı =1,2°--s +1 je eine allgemeine Unterhalbgruppe X, aus r,_,[r.] gegeben 
— wir betrachten hier also r,_, als Grundring und r; als Vektor der Unbestimmten. 
Diese Ä, seien so beschaffen, daß die Konstanten der zugehörigen formalen Polynom- 
vektorausdrücke sämtlich Elemente von r sind. 

L sei die Menge aller Polynomvektoren von AR, die man erhält, wenn man in dem 
Vektor 

(fı(£), sid °*- fs+1(X)) 


jeden der f;(r) das X, durchlaufen läßt. Dieses Z enthält die Einheit von A, da K; den 
Vektor r; enthält. Daß Z Unterhalbgruppe von AR ist, erkennt man folgendermaßen : 

Wir denken uns die Konponenten von f;(r) € K, geschrieben als Polynome in r; 
mit Koeffizienten aus r;_,. Das Einsetzen eines Vektors g(r)€ Z in solch ein Polynom 
kann ich nun vornehmen, indem ich zunächst die in den Koeffizienten vorkommenden 
Unbestimmten &,,23 "x, _, durch die entsprechenden Komponenten von g(£) ersetze; 
dadurch gehen die in den Koeffizienten für die &;, &; stehenden Elemente von r;_, wieder 
über in Elemente aus r;_,; das f;(r) wird also nach Definition der allgemeinen Unterhalb- 
gruppe wieder ein Vektor aus K,. In diesem habe ich noch den Vektor der Unbestimmten r; 
zu ersetzen durch einen Vektor aus Ä,;, das gibt also wieder einen Vektor aus Ä,. Das 
Einsetzen eines Vektors aus L in einen Vektor aus L ergibt also wieder einen solchen. 

Bemerkung: Ersichtlich bleibt unser Beweis auch noch gültig, falls X, eine Unter- 
halbgruppe vom Typus unseres Beispiels 5 mit t€r ist. 

Die so erhaltene Unterhalbgruppe Z wollen wir als das „Terrassenprodukt‘‘ der 
allgemeinen Unterhalbgruppen Ä,, K, K,,ı bezeichnen und dafür schreiben: 


L=K,8K,8::-8 Ku. 


Beispiele solcher Terrassenprodukte bilden die in [3], Seite 278 angegebenen Poly- 
nomvektormengen 1, 2,5. Es ist bei ihnen stets »v; =. Im Fall 1 ist X, die Halbgruppe 
aller Polynome aus r;_,[x;], im Fall 2 ist X, die inhomogene lineare Halbgruppe aus 
t;-ı[%;], im Fall 5 die inhomogene Dreieckshalbgruppe aus r;_,[2;]. 


5. Ringuntergruppen. 


Es sei A Vektorvollideal von R und T eine die Einheit von A enthaltende Unter- 
halbgruppe in R. Beim natürlichen Homomorphismus von R auf R/A wird T abgebildet 
auf eine die Einheit von R/A enthaltende Unterhalbgruppe von R/A; diese wollen wir 
als Ringunterhalbgruppe 7(A) bezeichnen. Die Menge aller in 7T(A) invertierbaren 
Elemente von 7(A) bildet eine Gruppe, die wir Ringuntergruppe T(A) nennen werden. 

Wir können also sagen: 7(A) ist die Menge aller Restklassen von R/A, welche 
mindestens einen Vertreter in 7 haben. Notwendig und hinreichend dafür, daß die den 


Vektor u(r) enthaltende Restklasse u(r) € 7(A) zu T(A) gehört, ist die Existenz eines 
v(r)E 7, so daß gilt: 
u(v(g))=d(u(e))=r mod A. 
Wir denken uns im folgenden vorerst 7 festgehalten und studieren in Analogie 
zu [1], 3 die Abhängigkeit der Strukturen T(A) und T(A) von A. 
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Zunächst haben wir 

Satz 7. Wenn für zwei Vektorvollideale A, B gilt B< A, so kann man T(B) homo- 
morph abbilden auf T(A); bei dieser Abbildung wird T(B) homomorph abgebildet in T(A). 

Beweis. Analog zum Beweis von [1], Satz 6 bezeichnen wir die Restklasse mod A 
mit dem Vertreter u(x) durch u(r), die Restklasse mod B mit dem Vertreter u(r) durch 
— 

u(r) und definieren eine Abbildung 9 durch 
: vr 
ur)? = uf). 
Ersichtlich ist x ein Homomorphismus von T(B) auf T(A); wir wollen ihn als natür- 
lichen Homomorphismus bezeichnen. Daß für diesen Homomorphismus 9 gilt 
Tr(B)< T(A), 
ist ebenfalls leicht einzusehen. 

Auch Satz 7 von [1] läßt sich unmittelbar übertragen. Diese Übertragung ergibt 
folgenden 

Satz 8. Es seien A, B Vektorvollideale und X = ArnB. Dann kann man T(X) 
isomorph abbilden in das direkte Produkt T(A) x T(B). Bei dieser Abbildung wird T(X) 
isomorph abgebildet in T(A) x TB). 

Zum Beweis konstruiert man genau so wie beim Beweis des entsprechenden Satzes 
von [1] einen Isomorphismus y von T(X) in T(A) x T(B). 

Eine Übertragung von [1], Satz 8 ist nicht so ohne weiteres möglich, da jetzt 
nämlich auch die Beschaffenheit von 7 eingeht. Verwandt zu diesem Satz ist aber etwa 

Satz 9. Es sei die Unterhalbgruppe T von R auch r-Untermodul des r- Moduls R. Gilt 
dann X=AnB mit teilerfremden A, B, so ist T(X) isomorph zu T(A) x T(B) und 
T(X) isomorph zu T(A) x TB). 

Beweis. Aus der Teilerfremdheit von A, B folgt nach dem Hilfssatz von 2 die Teiler- 
fremdheit der zugehörigen Umschließungsideale a, b, es gibt also a€ a und bEb, so daß 
gilt a+b=e; das heißt, es gilt: 

a=0 moda b=e moda 
a=e mod b b=0 modb. 


Ist nun ein Element (U, V)€E T(A) x T(B) gegeben und 
ur)eEURT,vi)eVnT, 


so bilde man Ä 
w(r) = bu(r) + av(e). 


Nach Voraussetzung gilt w(r) € T. Für die Restklasse w(r) mod X gilt dann w(r) € T(X) 
und nach Konstruktion der Abbildung y auch 





w(r)”= (U, V); 
denn es ist ja doch 
bu(r) = u(r) mod A av(r) = 0 mod A 
bu(x) =0 mod B av(r) = v(r) mod B. 


Also tritt jedes Element von 7T(A) x T(B) als Bild unter y auf. Damit ist die erste 
Aussage des Satzes bewiesen. Der Beweis der zweiten erfolgt genau so wie der der ent- 
sprechenden Aussage in [1]. 
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Eine Unterhalbgruppe T, welche auch r-Untermodul von A ist, wollen wir modular 
nennen. Wenn wir die in 3. angegebenen allgemeinen Unterhalbgruppen 7 betrachten 
und untersuchen, welche von ihnen modular sind, so erkennen wir, daß dies zutrifft für 
die Unterhalbgruppen 1.), 1a.) und 5.), für die anderen Unterhalbgruppen aber nicht. 
Wie unmittelbar einzusehen ist, ist das direkte Produkt und das Terrassenprodukt von 
allgemeinen modularen Unterhalbgruppen wieder modular. 


Aus Satz 9 ergibt sich in Analogie zu [1], Satz 9 sogleich: 


Ist T modular und ist X = A,A, A, eine Darstellung des Vektorvollideals X 
als Produkt von paarweise teilerfremden Vektorvollidealen A,, Az‘: A,, dann gilt die 
Isomorphiebeziehung 


IX) 2 T(A,) x TlA,) X X TiA,). 
Wie aus dem Beweis von Satz 9 zu erkennen ist, kann man die Voraussetzung der 
Modularität von 7 ersetzen durch folgende schwächere Bedingung: 
Für je zwei Elemente a, b aus mit a +b =e folgt aus u(r) € T und v(r) € 7 stets 


w(r) = bu(r) +av(r)€ T. 


Eine allgemeine Unterhalbgruppe erfüllt diese Bedingung jedenfalls, wenn in ihrem 
formalen Polynomvektorausdruck keine Parameter in den Exponenten vorkommen und 
als Koeffizienten nur lineare Polynome in den «,, &;, auftreten; wir wollen so eine all- 
gemeine Unterhalbgruppe „stabil‘‘ nennen. Beispiele derartiger Unterhalbgruppen sind 
die allgemeinen Unterhalbgruppen 1.), 1a.), 2.), 2a.). 

Während wir in T(A) und T(A) bisher T festgehalten haben und A veränderlich 
war, wollen wir jetzt einmal A festgehalten denken und einige einfache Feststellungen 
über die Abhängigkeit der Strukturen T(A) und T(A) von T machen: 

I. Aus T,<T, folgt T,(A)< T,(A) und T,(A)< T,(A). 

Das ist unmittelbar einzusehen. 

II. Setzt man T,=T,rT,, dann hat man T,(A)<= T,(A) r T,(A) und ebenso 
T,(A)<T,(A) N T;(A). 

Das folgt sofort aus 1. 


III. /st T,= (T,, T,) die von T, und T, erzeugte Unterhalbgruppe von R, dann gilt 
T (A) = (T,(A), T,(A)) und T,(A) > (Tı(A), 3, (A)). 
Auch das ist fast unmittelbar zu erkennen. 


IV. In der Bezeichnungsweise von Aa si T=H,xH,x :''-x H,,., und W sei 
das dem Vektorvollideal A entsprechende Vollideal von R; weiter sei A, füri=1,2,...,.s +1 
das dem nach Satz 6 gebildeten Vollideal W,, _+1...,, entsprechende Vektorvollideal in den 


Unbestimmten x, +13: -, X,, (dabei ist v, =0 und v,,, =k zu setzen). Dann gelten die 
i—1 i 
Isomorphiebeziehungen 
T(A) = H,(A,) x Hz(A,) x x Hasıl(Asıı), 
I(A) z Hı(A,) X H2(A,) X X DarlAsıı)- 
Beweis. Es seien zwei Vektoren aus 7 gegeben, nämlich 
i(f) = (lt), felt) °*° fo+1(£41)); 
ar) = (9ı(tı); alte)" 9s+1(Es41))- 
Dann und nur dann gilt f(x) = g(r) mod A, wenn gilt 


f.lr) = gi(rı) mod A, für i=1,2---s +1. 
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Ist nun F€ T(A), so wählen wir f(r)€E Ar T von der Form (4, 1) und ordnen ihm das 
Element 





(le), felgdı- - Fr lE))E HılAı) X HalA) X X HarılAsıı) 


zu — wobei f;(r;) jeweils die Restklasse von f;(r;) mod A, bedeutet —, wodurch sich also 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von T(A) auf 4,(A,) x H,(A,) x * x A,zı(Assı) 
ergibt. Daß dabei dem Produkt zweier Elemente von 7(A) das Produkt ihrer Bildelemente 
entspricht, ist leicht einzusehen. Da ein Element aus 7T(A) in T(A) dann und nur dann 
invertierbar ist, wenn die Komponenten seines Bildes in 4,(A,) x x H,.1(As.ı) 
sämtlich invertierbar sind, ist auch die zweite Behauptung richtig. 


-6. Darstellung der Ringuntergruppen als Permutationsgruppen. 


Wir gehen aus von einem Ideal a in r und bilden das Vektorvollideal {a} von R. 
Zu diesem bilden wir die Ringunterhalbgruppe 7, = T({a}) und die Ringuntergruppe 
T, zu TIta}). 

Ähnlich wie in [1] ordnen wir nun jedem Element F € T, eine eindeutige Abbildung 
F* der direkten Summe &' von k Exemplaren des Restklassenringes r/a in sich zu: 

Ist nämlich f(x) ein Polynomvektor und « ein k-spaltiger Vektor über r, so ist f(«) 
wieder ein solcher. Wenn wir in dem Vektor & jede Komponente durch ihre Restklasse 
mod a ersetzen, so erhalten wir ein Element «€ E. Wir wählen nun f(r) € F und setzen 


F’& = (a). 
Genau so wie in [1] sieht man ein, daß F* eine eindeutig bestimmte eindeutige Abbildung 
von X in sich ist. 

Analog zu [1], Satz 10 gilt nun folgender 

Satz 10. Durch die Zuordnung F— F* wird T, isomorph abgebildet in die Halbgruppe 
aller eindeutigen Abbildungen von & in sich und T,, isomorph abgebildet in die symmetrische 
Gruppe ©, von £. 

Der Beweis kann fast wörtlich von [1] übertragen werden und wird daher nicht 
ausgeführt. 

Es sei A ein beliebiges Vektorvollideal mit dem Umschließungsideal a, also gilt 
(a)<A< {a}. Ist 9 der natürliche Homomorphismus von 7T(A) auf 7,, so erklären wir 
die Abbildung r durch 

F* = F” für jedes FE T(A). 
t ist eine homomorphe Abbildung von 7(A) in die Halbgruppe aller eindeutigen Ab- 
bildungen von Fin sich, und es gilt ersichtlich: 


T(A)=T2 T(A)<T. 


In Übertragung von [1], Satz 11 ergibt sich unter Beachtung von Satz Aa: 

Ordnet man jedem Vollideal A aus R mit dem Umschließungsideal a die mit dem 
entsprechenden Vektorvollideal A gebildete Gruppe T’(A) zu, so erhält man eine ordnungs- 
homomorphe Abbildung des Zwischenverbandes {a}/(a) im Verband der Vollideale von R 
in den Zwischenverband TI} /T* ((a)) des Untergruppenverbandes der symmetrischen Gruppe ©;. 

Einen ähnlichen Satz erhält man auch, wenn man sich 7 variabel und A fest- 
gehalten denkt. Man kann ihn etwa so formulieren: 











- 
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Ordnet man jeder die Einheit enthaltenden Unterhalbgruppe T von R die Gruppe 
I’(A) zu, so erhält man eine ordnungshomomorphe Abbildung des Verbandes dieser Unter- 
halbgruppen von R in den Untergruppenverband von ©;. 


Wir wollen uns nun überlegen, welche gruppentheoretische Bedeutung dem in 4. 
eingeführten Terrassenprodukt zukommt. Es sei also wie in 4. 
L=K,8K,8: 8 Kız- 
Wir bilden 
M=K,8»K,8::-®K,.. 
Ersichtlich ist M eine allgemeine Unterhalbgruppe aus r[z,,2,°"'x,] und es gilt 
L=M®8 K,.- 


Es sei a Ideal in r, {a} sei das entsprechende Vektorvollideal in r[x, ° * zı], fa}, das 
entsprechende Vektorvollideal in r[x,, 2° x,] und {a}, das entsprechende Vektor- 
vollideal in r[x, +, °  ° 2,]. Weiter sei «,,, die aus demselben formalen Polynomvektor- 
ausdruck wie K,,, gebildete allgemeine Unterhalbgruppe aus r[t,,ı]- 

Wir wollen nun Aussagen gewinnen über die Struktur von Z/, und 2, — welche 
natürlich genau so definiert sind wie 7, und T,. Es sei F€EL, und f(r)E Ar L, dann ist 
F* die durch 

Frx = f(e) 
definierte Abbildung von Z in sich. Wir setzen 
y=(anz 2); 
dann kann man wegen f(r) € Z schreiben 


(6, 1) iz) = (ey), WW, Eur), 


wo also g(y)€E M aus », und G(Y, Ls+1) € K,;ı aus k— v, Komponenten besteht. Wir 
zerlegen auch die Vektoren & über r in zwei Teilvektoren, von denen der eine aus den 
ersten », Komponenten von «, der andere aus den restlichen Komponenten besteht, 
haben also 


@=(ß,y) und «= (P, y). 
Damit können wir schreiben: 
(6, 2) F’« = (g(ß), ©(ß, y))- 
Hier ist nun 
P>g(P) 
eine durch F eindeutig bestimmte Abbildung 9 der Menge aller Vektoren RB in sich, welche 
zu M*({a},) = M7 gehört. Weiter ist bei festgehaltenem £ 


y>6(ß, y) 
eine durch F und ß eindeutig bestimmte Abbildung ©; der Menge aller Vektoren y in 
sich, welche — da ja doch 
u GP, Esrı) € %srı 
gilt — ein Element aus #5,,({a}:) = x ist. Wir können daher dem Element F die ein- 
deutig bestimmte Abbildungsmenge (9;®;) zuordnen. Diese Zuordnung ist umkehrbar 
eindeutig, denn wir haben ja doch nach (6, 2) 
(6, 3) F*(ß,y) = (P|B, %|y); 
das heißt also, durch (9;®;) ist F* eindeutig bestimmt und damit auch F. 
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Es sei nun auch G€Z, und die zugeordnete Abbildungsmenge sei (y; 75). Dann 

gilt wegen (6, 3) 
(FG)*(B, 7) = F"G*(ß,y) = F*(y | B, #5|9) = (py | B, ©, 575 |). 
Wenn man also im Bereich M aller Abbildungsmengen 
(9) 9m Gem 

eine zweistellige Operation - durch die Festsetzung 

(6, 4) (9 9) (v5) = (py; P,,; 95) 
einführt, dann ist unsere Zuordnung ein Isomorphismus 9 von Z, in WM. 


Wie leicht einzusehen ist, bildet M gegenüber der Operation : eine Halbgruppe mit 
Einheit, welche wir als Kranzprodukt M7 ® x% der Abbildungshalbgruppen M7 und x; 
bezeichnen wollen. 

Nun sei FER,. Es gibt dann GEL,, so daß gilt 

FG=GF=E. 
Übt man auf diese Gleichung den Isomorphismus ® aus, so hat man, wenn man wie 
oben setzt 
F’=(9 9) = (y; 95) 


und mit e das Einheitselement von M7, mit E das Einheitselement von x; bezeichnet, 


a b) 
F’G’ = (py; 8,55) =E’=(e; E, 
G’F? = (yp; 9,39) =E’=(e;PE. 
Daraus folgt gy = yp = e, also gEMG (wobei M, die Menge der in M, invertierbaren 
Elemente von M, bedeutet). Weiter folgt daraus 
P,59%=E,® irn =E 
also ®, Ef} (wo f, die Menge der in x, invertierbaren Elemente von x, ist). Bei d wird 
also 2, isomorph abgebildet in das Kranzprodukt Mi ® ff}, welches eine Gruppe ist, wie 
man leicht erkennen kann. 
Wir haben also folgenden 


vo|ß 


Satz 11. /st L= M®K,,, ein Terrassenprodukt und a ein Ideal in r, dann ist L, 
isomorph zu einer Unterhalbgruppe des Kranzproduktes M7 ® x. Bei diesem Isomorphismus 
d wird 2, abgebildet in das Kranzprodukt WE & #}. 

Wir wollen nun noch etwas auf die Frage eingehen, wann 

(6, 5) L’=Mie« 
gilt, Zunächst aber überlegen wir uns: Falls (6, 5) gilt, dann gilt auch 

(6, 6) = Mor. 

Denn aus (6, 5) folgt, daß es zuoe Mi; of ein FEZ, mit FF=o und une MmeH 
einGE€L, mit G® = 0" gibt; daraus folgt — wenn wir mit ») das Einheitselement von 
Mi © FH bezeichnen — 

(FG)? = (GF)’ = n, 


also #fG=GF=E, daher FE, und damit (6, 6). 

Wir definieren nun: Eine allgemeine Unterhalbgruppe 7 von A hat die Nulleigen- 
schaft, wenn keiner der Koeffizienten in ihrem formalen Polynomvektorausdruck ein 
konstantes Glied enthält. Von unseren Beispielen haben die allgemeinen Unterhalb- 
gruppen 1, la, 3, 4, 5 diese Eigenschaft, die anderen nicht. 
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Nun beweisen wir als Beitrag zur Beantwortung der vorhin aufgeworfenen Frage 
folgenden 

Satz 12. /st L=M ® K,,ı ein Terrassenprodukt und a ein Ideal in r, so gilt (6, 5) 
sicher dann, wenn r [a ein Galoisfeld und K,,, entweder stabil oder modular mit Nulleigen- 
schaft ist. 

Beweis: Wir haben zu zeigen, daß das beliebig aus M7 ® »7 gewählte Element 
(9;9;) Bild eines Elementes von Z, bei # ist. Wegen p € M7 gibt es einen Polynomvektor 
9(y)€ M, für welchen gilt 

v|B=9P). 
Wegen ©; € x; gibt es einen Polynomvektor Gz(£, 41) € %,;,, so daß gilt 
9; |y = Sily)- 
Nach Voraussetzung hat r/a endlich viele Elemente, also ist auch die Anzahl der ß 
endlich. Daher gibt es im Galoisfeld r/a stets ein Polynom w(y), so daß mit willkürlich 
vorgegebenen bz;€r/a gilt: 





w(ß) = bz für alle B. 
Für das Polynom v(y)€r[y], das man erhält, wenn für jeden Koeffizienten von w(h) 
einer seiner Vertreter aus r eingesetzt wird, gilt also dann 
v(ß) = bz für alle Ber. 


Mit (a), bezeichnen wir das aus dem Vollideal (a) in r[xt,,.ı] gebildete Vektorvollideal. 
Nun behandeln wir die beiden Möglichkeiten für Ä,;,,, die im Satz zugelassen sind, 
getrennt: 


a.) K,;, sei stabil: Wir können dann einen Polynomvektor G(Y, Ls.1) € K,., so 
bestimmen, daß gilt 
(6, 7) S(P,%,41ı) = Özlr,;ı) mod (a), für alle ; 


wir brauchen ja bloß in dem formalen Polynomvektorausdruck von K,,, für die Un- 
bestimmten Polynome in ) so zu wählen, daß sie für jedes f die in G;(t,.ı) eingesetzten 
Elemente aus r ergeben. 


b.) X,;ı sei modular mit Nulleigenschaft: Dann bestimmen wir zu jedem B einen 
Polynomvektor 9z(4, Ls;ı), so daß gilt: 


9;(6, E41) = lt, +1) mod (a), für ö=ß 

9505, Er) = 0 mod (a), für ö +ß. 
Daß dies möglich ist, erkennt man ähnlich wie im Fall a.), und man sieht auch, daß gilt 
939, Es) € Ksyı — da die Konstanten des formalen Polynomvektorausdruckes von 


K,;ı sämtlich Elemente von r sind, geht dabei die Nulleigenschaft wesentlich ein. 


Nun bilden wir: 
(Y,E4ı) = FIN %rn)- 
B 


Das gehört nach Voraussetzung wieder zu X,,, und erfüllt ersichtlich (6, 7). 
In beiden Fällen bilden wir nun mit dem Vektor ®(Y, x...) € K,,ı den Polynom- 
vektor 
iX) = (ey), Sy, Lu ))EL. 


Das durch f(x) repräsentierte Element aus Z, hat als Bild in M7 ® 7 tatsächlich (9;9;), 
womit Satz 12 bewiesen ist. 
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Bei unseren Beispielen allgemeiner Unterhalbgruppen wird die im Satz 12 für 
K,,ı gemachte Voraussetzung erfüllt von den Unterhalbgruppen ı, 1a, 2, 2a und 5 — 
in diesem Fall muß wie gesagt t€r vorausgesetzt werden. 
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Berichtigung 


Bei der Arbeit von Herrn Max Pinl über 


Ch. Loewners Transformationstheorie 
der partiellen Differentialgleichungen der Gasdynamik 


(dieses Journal 199, 175—187, 1958)y 


ist in der Widmung 


F. W. Levi zum 70. Geburtstag 


der Name durch ein bedauerliches Versehen falsch gesetzt worden, was hiermit richtig- 
gestellt sei. 








